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EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE Jour 1

Exercice 1 5 points

PARTIE A

1
On considere I'équation différentielle (E):  y' + 1 y=20e —ix

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +ool.

1. Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par g(x) = axe i¥.

1
La fonction linéaire u définie par u(x) = —Zx est dérivable sur R et sur cet intervalle
u'(x) = !
=7

La fonction composée g(u(x)) = axe*™ est elle aussi dérivable sur R et sur cet inter-

1 1 1 1 ax
valle, g’ (1) = ae*™ + axu' x e“™ = ae™ 1% + ax x (_Z) e 1¥ = e_Zx(a— T)

1y 1y

Org'(x)+ L (x)=e"12 (a— ax)+ ! xaxe i = e_Zx(a— + )—ae‘ix
& 28 = 4) 4 B 4 '
Donc g est solution de I'équation différentielle sur [0 ; +ool, si sur cet intervalle :

ae”i¥=20e"1* < a =20, car quel que soit x réel, e 1Y #£0.

La fonction g: x— 20xe 1% définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ est une solution particu-
liere de I'équation (E).

2. On considere I'équation différentielle (E'): y' + % y=0,
d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur 'intervalle [0 ; +oo].
L'équation (E') peut s’écrire y' = — i y et on sait que les solutions de cette équation (E’)
sont les fonctions f définies par:
fx) = Ke™1%, avec K €R.

3. Lessolutions f del’équation (E) sont telles que pour x € [0; +oo],

1
o+ Zf(x) =20e" 1% ou d’apres la question 1. :

1 1 1
)+ Zf(x) =g'(x)+ Zg(x) = flx)-g'x) = 1 [f(x) — g(x)] soit par linéarité de la
dérivation :
1
(f-2'x+ Z[( f—gl(x) = 0 : ceci signifie que la fonction f — g est solution de (E’)
c’est-a)dire que

f(x)—gx) =Ke‘ij‘ = f(x) =Ke™1 + g(x) ou enfin f(x) =Ke 1% +20xe 1% <>

f(x)=(20x+K)e 1% avec KeR.
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Les solutions de (E) sur l'intervalle [0 ; +oo[ sont donc les fonctions f définies par:
1
f(x)=e"1%(20x+K), avec K e R.
4. Ona f(0)=8 < (20x0+K)e?=8 < K =8, donc:

f(x) = (20x+8)e i* =4(5x+2) e 3%,

PARTIE B
On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = (20x+8)e -ix,

1. a. Lafonction f estlafonction trouvée ala fin de la partie A : elle est donc dérivable
et vérifie 'équation (E), soit

1
f(x) + Zf(x) —20e~i* donc
1
f%x):ZOe‘ix—Z>~M5m+me‘ix=e‘%W20—5x—2)=(18—5me—%%
b. Comme quel que soit x, e 1%>0,le signe de f’(x) est celui de 18 —5x :

18
e 18-5x>0 < 5 > x : sur l'intervalle

18
0; E] , f'(x) > 0:la fonction f est

croissante;

, f'(x) <0:1a fonction f est

18 .. 18
e 18-5x<0 < ?<x:surllntervalle 5 ; +00

décroissante;

18 18
f’ (?) =0,donc f (?) est le maximum de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.

18 _1,18 _9
Onaf = =(72+8)e"1"5 =80e” 10 =~ 32,53.
On avu ala partie A que f(0) = 8, et on admet que thPoo fx)=0.

D’ou le tableau de variations :

X 0 %8 +00
f'x) + -
80e 1
f
8 0

2. Dans cette question on s’intéresse a 'équation f(x) =8.
a. Ona f(14) =288e 3% = 8,7 et f(15) =300e 3" =~ 7,2.
Sur l'intervalle [14; 15], la fonction f est continue car dérivable sur [0 ; +ool,
donc sur [14; 15] et elle est strictement décroissante; comme 8 € [f(15) ; f(14)],il
existe d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires un réel unique
a telle que f(a) =8.

b. On complete le tableau ci-dessous en faisant tourner étape par étape la fonction
solution_equation écrite en langage Python
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a 14 14 14,25 | 14,375 | 14,4375
b 15 | 145 | 145 | 145 | 145
b—a 1 0,5 025 | 0,125 | 0,0625
m 145 | 14,25 | 14,375 | 14,4375
Condition | o | vRar | VRar | vRal
Fom)>8

c. Lobjectif dela fonction solution_equation est de déterminer, par dichotomie,
un encadrement d’amplitude 0,1 de la solution de I'équation f(x) = 8 dans l'in-
tervalle [14 ; 15].

Exercice 2 6 points

On dispose de deux urnes opaques U; et U,. Lurne U; contient 4 boules noires et 6 boules
blanches. L'urne U, contient 1 boule noire et 3 boules blanches.

On considere I'expérience aléatoire suivante : on pioche au hasard une boule dans U; que
I'on place dans U, puis on pioche au hasard une boule dans U,.

On note :

¢ Nj I'événement « Piocher une boule noire dans I'urne Uj ».
¢ N, I'événement « Piocher une boule noire dans I'urne U ».

Pour tout événement A, on note A son événement contraire.
PARTIE A

1. a. Sion apioché une boule blanche dans U; et qu'on I’a mise dans Uy, il y a dans
I'urne U, 1 boule noire et 4 boules blanches. La probabilité de piocher alors une

boule noire dans I'urne U, est PVI (N,) = = =0,2.

b. Dans U; il y a4 boules noires et 6 boules blanches donc la probabilité de piocher
une boule noire est P (N7) = 10 =0,4.
Si on a pioché une boule noire dans U; et qu'on I'a mise dans Uy, il ya dans'urne
U, 2 boules noires et 3 boules blanches. La probabilité de piocher alors une boule

noire dans I'urne U, est Py, (V) = = =0,4.

N,
_—
1/0,4
~
/ 0,6 _
< N
0,6
/ ’
Nl ~— 08
\ﬁz
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2. Laprobabilité de piocher une boule noire dans 'urne U; et une boule noire dans 'urne
Uy est: P(N1 N Np) =P (Np) x PN1 (N>)=0,4%x0,4=0,16.
3. On cherche la probabilité de piocher une boule noire dans 'urne U,.

D’apres la formule des probabilités totales :
P(Np) = P(N1n Np)+ P(Ni 1 N =0,16+0,6 x 0,2 = 0,28,
4. On a pioché une boule noire dans I'urne Us.

La probabilité d’avoir pioché une boule blanche dans I'urne U, est :

P(NgﬂNl)_O’12_3~043
P(N,) 028 7

()

PARTIE B

n désigne un entier naturel non nul.

Lexpérience aléatoire précédente est répétée n fois de facon identique et indépendante,
c’'est-a-dire que les urnes U; et Uy sont remises dans leur configuration initiale, avec res-
pectivement 4 boules noires et 6 boules blanches dans I'urne U et 1 boule noire et 3 boules
blanches dans I'urne U,, entre chaque expérience.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de fois o1 on pioche une boule noire
dans 'urne U,.

On rappelle que la probabilité de piocher une boule noire dans 'urne U, est égale a 0,28 et
celle de piocher une boule blanche dans I'urne U est égale a 0,72.

1. D’apres le texte, on est dans le cas de n répétitions, de facon identique et indépen-
dante, d'une expérience qui n’a que deux issues.

Donc la variable X qui donne le nombre de succes, c’est-a-dire le nombre de fois o
on pioche une boule noire dans I'urne Uy, suit la loi binomiale de parametres n et
p =10,28.
2. Onrésout I'inéquation 1-0,72" > 0,9.
1-0,72">09 < 1-0,9>0,72" < 0,1>0,7"
< In(0,1) >1In(0,72") (fonction In croissante sur [0; +oo])
<— In(0,1) > nIn(0,72)
In(0,1)
s —— In(0,72) <0
In(0,72) (in©0,72) <0}
In(0,1)

In (0,72)
3. 0,72 est la probabilité de piocher une boule blanche dans 'urne Us.

~ 7,01 donc le plus petit entier naturel n tel que : 1 —0,72" > 0,9 est 8.

0,72" est la probabilité de piocher n boules blanches dans I'urne Us lors des 7 tirages.

1-0,72" est la probabilité de I'événement contraire, c’est-a-dire la probabilité de pio-
cher au moins une boule noire lors des n tirages.

Il faut donc au moins 8 tirages pour que la probabilité de piocher au moins une boule
noire soit supérieure a 0,9.
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PARTIE C

Dans cette partie les urnes U; et U, sont remises dans leur configuration initiale, avec res-
pectivement 4 boules noires et 6 boules blanches dans I'urne U, et 1 boule noire et 3 boules
blanches dans I'urne Us.

On considére la nouvelle expérience aléatoire suivante : on pioche simultanément deux
boules dans I'urne U; que 'on place dans I'urne Uy, puis on pioche au hasard une boule
dans 'urne U,.

10
1. Dans l'urne U; il y a 10 boules et on en prend 2 simultanément; il y a donc ( 9 ) =45

tirages possibles.

2. Il'y a 4 boules noires et 6 boules blanches dans I'urne U; ; le nombre de tirages pos-
sibles de deux boules simultanément dans I'urne U; contenant exactement une boule

4 6
blanche et une boule noire est donc (1) X (1) =4x6=24.

3. On examine les différents cas.

e On apioché 2 boules noires dans U; (événement noté NN).

4
2
> P28 _2
45 45 15

> On a mis les 2 boules noires piochées dans U; dans I'urne U,; I'urne U,
contient alors 3 boules noires et 3 boules blanches.

3 1
La probabilité de piocher une boule noire dans Us est alors =3

* On apioché 1 boule noire et 1 boule blanche dans U; (événement noté NB).

24 8

45 15

> On a mis les 2 boules, une noire une blanche, piochées dans U; dans I'urne
Us,; I'urne U, contient alors 2 boules noires et 4 boules blanches.

> P(NB)=

W=

2
La probabilité de piocher une boule noire dans U, est alors 6=

e On a pioché 2 boules blanches dans U, (événement noté BB).

6
> P(BB):(L):E:l
45 45 3

> On a mis les 2 boules blanches piochées dans U; dans I'urne U;; 'urne U,
contient alors 1 boule noire et 5 boules blanches.

1
La probabilité de piocher une boule noire dans U est alors —.

On résume la situation dans un arbre pondéré.
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2 1_1_6
L _— NP =15=5
_— 2
NN |
/ Z\E
2
15
8 1 8 16
L _— NP3 =55
8 _—3
2 NB
3 _
1
3
1 1_1_35
\ 1_—Ne P 3x5=1=35
_—6
BB .
6 —
\Nz

La probabilité de piocher une boule noire dans U est, d’apres la formule des proba-

bilités totales :

P(Ny)=P(NNNN,)+P(NBNN,)+P(BBNN. 6.1 5—27—3—03
(N2) =P(NNNN2)+P(NBNNz)+P(BBn 2)—90+90+90—90—10—,

La probabilité de piocher une boule noire dans I'urne U, avec cette nouvelle expé-

rience est égale a 0,3; elle est donc supérieure a la probabilité de tirer une boule noire

dans l'urne U, avec I'expérience de la partie A qui était de 0,28.

Exercice 3 4 points

25+ (-1)"

1. On considere la suite (u,) définie pour tout n non nul par u, =
n

Affirmation 1 : La suite (u,,) est divergente.

Pour tout nnonnul,ona: -1<(-1)"<+1donc25-1<25+(-1)" <25+1 donc
24 25+ (-D" 26 24 <
AN

26
24 <25+ (-1)"<26donc — < ———— < —donc — <y, < —
n n n n n

24 26

Or lim — = lim — =0donc, d’apres le théoréme des gendarmes, on peut déduire
n—+oo p n—+oo n

que la suite (u,) est convergente et que nhIP u, =0.
—+00

Affirmation 1 fausse

wo =1
2. On considere la suite (w;,) définie pour tout entier naturel n par { Wy = Wy
n+ -
1+w,

On admet que pour tout entier naturel n, w, > On et on considere la suite (¢;) définie
: k . .
pour tout entier naturel n par t, = — ol k est un nombre réel strictement positif.
Wn
Affirmation 2 : La suite (f,,) est une suite arithmétique strictement croissante.
k k k(Q+wp) k+kw, £k

Pourtout n,ona: t;;1 = = =—+k=t,+k
Wn+1 T+w, Wn Wn Wn
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Donc la suite (z,) est arithmétique de raison k.

De plus, k > 0 donc la suite (¢,) est strictement croissante.

Affirmation 2 vraie
.1 . PP . v =1
3. On considere la suite (v;) définie pour tout entier naturel n par 0
Un+1 = In(1+vy)

On admet que pour tout entier naturel n, v,, >0,

Affirmation 3 : La suite (v,,) est décroissante.

Soit &2, la propriété: v, > v,41.

On va démontrer par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n.

e Initialisation
v=letv;=In(1+ vy) =In(2) =0,69; donc vy > v;.
La propriété est vraie pour n =0.
o Hérédité
On suppose que v, > V41 ; c'est 'hypothése de récurrence.

Uy, >Upsrdoncl+ v, > 1+ v,

Or la fonction In est croissante sur ]0; +oo[ donc In (1 + v,;) > In(1 + v,41), ce qui
veut dire que v;4+1 > vy42. La propriété est donc héréditaire.

¢ Conclusion

La propriété est vraie au rang 0. Elle est héréditaire pour tout n > 0. Donc, d’aprés
le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n > 0.

On a démontré que, pour tout n > 0, on avait : v, > v,41; donc la suite (v,) est dé-
croissante.

Affirmation 3 vraie

e
4. On considere la suite (I,;) définie pour tout entier naturel n par I, = f [In(x)]" dx.
1

Affirmation 4 : Pour tout entier naturel n, I,;,1 = e — (n+1)I,,.

e e
Ins1 :f [In(x)]™*" dx:f 1x [In(x)]™" dx
1 1
On va calculer ;1 au moyen d’une intégration par parties :

b b b
fu'(x)v(x)dx:[u(x)v(x)]a—f u(x) v (x)dx

a

Onpose u'(x) = 1donc u(x) = x, et v(x) = [In(x)]"*" donc v/(x) = (n+ 1) x i x[In(x)]".

Iy =

x><[ln(x)]"+1]e— x><(n+1)xlx[ln(x)]ndx
1 1 X

=(e[m(e)]"™" —1[1n(1)]”“)—(n+1)f [In(x)]" dx
1

=e—(n+1)1,

Affirmation 4 vraie
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Exercice 4

5 points

Lobjectif de cet exercice est de déterminer la distance entre deux droites non coplanaires.

1
Soit (d;) la droite passant par A(1; 2 ; —1) de vecteur directeur Z 2| et (d») la droite dont
0
x = 0
une représentation paramétriqueest:< y = 14+t ,teR.
z = 2+t

1. OnaM(x; y; z) € (d]) < ilexiste t' € R, tel que AM = I’Z =

x—1 = 1t x = 1+
y-2 = 2t teR<—=< y = 2+2¢ teR.
z—(-1) = ot z = -1
2. On démontre que les droites (d;) et (d2) sont non coplanaires.
0

* (d») a pour vecteur directeur le vecteur u, | 1| et ce vecteur n’est pas colinéaire a

1
;1) :les droites (d;) et (d2) ne sont pas paralleles.

e (dy) et (do) sont sécantes s'il existe f et ¢’ deux réels tels que :

0 = 1+7 -1 =7
1+t = 1+¢ < <{ t = t :cesysttme n'apasde solution.
24t = -1 t = -3

Conclusion : les deux droites ne sont ni paralléles ni sécantes, elles sont donc non

coplanaires.

2

3. Soit £ le plan passant par A et dirigé par les vecteurs non colinéaires u; et w [ —1].

1

On va justifier qu'une équation cartésienne du plan & est: —2x+ y+5z+5=0.

Si un point M(x; y; z) appartient au plan défini par le pomt A et les deux vecteurs u1

et w on sait que il existe a et § tels que : AM =a u; + ,B w,

x-1 = la+2p x =
soit avec les coordonnées:{ y—-2 = 2a-1f < <{ y =
z+1 = 0a+1p z =

Or quels que soienta et 3 :

a+26+1
2a0—-p+2
-1

“2(@+2+1D)+1R2a—-B+2)+5(-1)+5=-2a-4-2+2a-P+2+56-5+5=0.

Donc une équation cartésienne du plan est —2x+1y+5z+5=0.

4. a. Onavuque (d) et (d2) ne sont pas coplanaires donc (d») ne peut appartenir au
plan précédent et (d;) et (d») ne sont pas paralleles donc la droite (ds) est sécante

au plan 2.

Autre méthode : d’apres ses équations paramétriques un vecteur directeur de la

Amérique du Sud 8
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0
droite (dy)est le vecteur Z 1| et d’apres I'équation de &2 un de ses vecteurs
1
-2
normauxest 7 | 1
5)

Comme Z n=0+1+5=6 # 0 ceci montre que (d») n’est pas parallele au plan
P . (dy) et &2 sont donc sécants.
b. On note F le point d’'intersection de la droite (d>) et du plan 2.

Si F est commun a (d») et au plan &2 ses coordonnées vérifient le systéme :

x = 0

y = 1+t o _

2 = 241" d’ou en remplacant dans la derniere équation :
—-2x+y+5z+5 = 0

8
—2x0+14+t+52+1)+5=0 < 1+t+10+5t+5=0 < 61t+16=0 — t:—g,

5 2
d’ou en remplacgant dans x, y, et z, on obtient F (0 ; -3 ; _5)

Soit (6) la droite passant par F et de vecteur directeur w.On admet que les droites

2 4
(6) et (dy) sont sécantes en un point E de coordonnées (—5 ;== —1).

3
2
5. a. Des coordonnées du vecteur EF —3|°m déduit que :
1
3
EF-u;==—=+40=0etEF-uy; =0—=+-=0.
3 3 3 3

Conclusion : EF est orthogonal aux vecteurs directeurs des deux droites (d;) et
(d»), E€ (dy) et F € (dy) donc EF est bien la distance entre les droites (d;) et (d»).

2)2 ( 1)2 (1)2 4 1 1 6
= +|-=] +|=| ==+=+=-=-.
3 3 3 9 9 9 9

6 6
Conclusion : EF = \/g = \/?_

b. OnaEF? =
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