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Sujet 1

EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =xe

—2x

5 points

On admet que f est deux fois dérivable sur R et on note f’ la dérivée de la fonction f.

On note 6 la courbe représentative de f dans un repere orthonormé du plan.

Affirmation 1. Pour tout réel x, ona f'(x) = (-2x+1) e 2%,

X

flx) = xe 2% donc flx)=1x e 2 4 xx(=2)e ¥ = (=2x+1) e 2%,

Affirmation 2. La fonction f est une solution sur R de I'équation différentielle : y' +2y = e~

i) +2f(x) = (-2x+1) e 2 +2xe ¥ = —2xe >  + e 2¥ +2xe 2 = 2*

Affirmation 3. La fonction f est convexe sur ] —oo; 1].

Affirmation 1 vraie

2x

Affirmation 2 vraie

fl(x) = (=2x+1) e ?* donc f"(x) = (-2) x e 2¥ + (—2x+1) x (=2) e 2* = (4x —4) e~>*,

On étudie le signe de f”(x) sur R.

b —00 1 +00
4x—4 - 0 +
e 2% + +
f(x) - 0 +
f concave convexe

Affirmation 4. L'équation f(x) = —1 admet une unique solution sur R.

On détermine le signe de f'(x) = (-2x+1) e

—2x

sur R.

x | -o0 3 +00
—2x+1 + 0 -
e 2% + +
£(x) + 0 -

Affirmation 3 fausse
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Valeurs remarquables

e lim x=-ocoet lim e ?*=+ocodonc lim f(x) = —c0.
X——00 X——00 X——00
. f(l)=le‘zx% =le‘1 >0
2 2 2
) _ 1 2Xx im 2Xx —0d i (x) =
o = — X — _— =
flx)=xe =% o —; par croissance comparée, yona lim o onc lim_ fx

On établit le tableau des variations de f sur R.

X |00 3 +00
f'(x) + 0 -
! / \
—00 0

e Sur l'intervalle |-oco; 1], la fonctlon [ est contlnue et strictement croissante. De plus

lim f(x)=-ooet f(3)=3€"!>0.0r-1¢|-oo; ;e '] donc, d’apreés le corollaire du
X——00
théoreme des valeurs mtermedlalres, I'équation f(x) = —1 admet une unique solution
sur |—oo; 1].

 Surlintervalle [%, +o0o/, la fonction f est strictement positive donc I'équation f(x) = —
n'admet aucune solution sur cet intervalle.
Doncl'équation f(x) = —1 admet une unique solution sur R.

Affirmation 4 vraie

Affirmation 5. L'aire du domaine délimité par la courbe b, I'axe des abscisses et les droites
3e72
4

d’équation x =0 et x =1 est égale a 1

1 1
L'aire du domaine est égale a of = f fx)dx= f xe % dx.
0 0

b b b
ux)v'(x)dx = [u(x)y(x)]a—f u'(x)v(x)dx.

On utilise une intégration par parties : f
a

!
u(x) =x u (x) =1
1
On pose { Y (x) = o2 donc p(x) = _5 o2
1 xe2*! 1 1
o = f xe *dx= xX(——e )] ( e_zx) dx=|- - —e_zx]
2 2 1o |4 0
e 2 ] e 1 e_2
=|l—-——_0 - _ = -
2 4 4 4
Affirmation 5 vraie
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Exercice 2 5 points

Le but de I'exercice est d’étudier un exemple de

droite d’Euler.

On considere un cube ABCDEFGH de coté une F !

unité. |

Lespace est muni du repére orthonormé :
|
[
[

(A; HS) ; /TIS ; ﬁ)
On note I le milieu du segment [AB] et J le mi- A
lieu du segment [BG]. -7

- — ] -----D

1. On donne les coordonnées des points A, B, G, L et ] :

1 1
A0,0,0;B(1,0,0;G1,1,1;I[=,0,0[;J11, =, =
( ); B ( ) ( ) (2 ) J ( 3 2)
2. a. Ladroite (A]) est 'ensemble des points M (x, v, z) tels que Kl\_/f et Kf soient coli-
néaires, c’'est-a-dire tels que m = k.AJ avec ke R.

XM — XA X Xj — XA }
AM a pour coordonnées | ym—ya | =| ¥ | etcellesde AJ sont | y;—ya| =12
ZM — ZA z 27— 2Za %
—_— — 1 _
AM=kA] < |y|=k.|2| =< V=3
z 1 _ k
2 £ =73
x =k
. P . P — k
La droite (AJ) a donc pour représentation paramétrique{ ¥V = 2 aveckeR
_ k
=3
_1_1
X =3 + 3 t
b. y =t (t € R) est la représentation paramétrique d'une droite passant par
zZ =1

le point de coordonnées (% , 0, 0), c’est-a-dire le point I, et ayant le vecteur de co-
1

2
ordonnées | 1 | pour vecteur directeur.

1
1-1 1
. XG — X1 2 2
IG apour coordonnées [ yo—yi[=|1-0]|=1|1
2G — 41 1-0 1
_ 1,1
X = 5 + 5 t
Donc y =t (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (IG).
zZ =1
c. Lesdroites (AJ]) et (IG) sont sécantes si et seulement si on peut trouver un couple de
_ 1,1
k = 5 + 5 r
réels (k, ) tel que %k =t . Onrésout ce systeme.
17. _
sk =1
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k =1+1¢
2 2 k=1+1¢ 2t = 141y Sp=1
1k =1t = 2 = R 2
2
) k = 2t k = 2t k =2t
§k= t
_ 1
— 9
k: §
ko= 2
Donc les droites (AJ) et (IG) sont sécantes. Pourkz%,ona %k = %
17. _ 1
2k =3

w|>—‘
W=
N—

Le point S d’'intersection des droites (AJ) et (IG) a donc pour coordonnées (%

3. a. Soit 7; le vecteur de coordonnées (0; —1; 1).

1 1
AB a pour coordonnées | 0 | et AG a pour coordonnées | 1
0 1

e« T-AB=0x1+(-1)x0+1x0=0donc nn L AB.

e 1-AG=0x1+(-1)x1+1x1=0donc 7 L AG.

« Les vecteurs AB et AG ne sont pas colinéaires donc ce sont deux vecteurs di-
recteurs du plan (ABG).

Le vecteur 71 est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (ABG), donc T est
un vecteur normal au plan (ABG).

b. Le plan (ABG) est 'ensemble des points M de coordonnees (x, y, 2 telsque AM et
71 soient orthogonaux, c’est-a-dire tels que AM -7 =0.

_— —

AM - n=0<<= xx0+yx(-D)+zx1=0< -y+2z2=0

Le plan (ABG) a pour équation cartésienne : —y + z = 0.

c¢. On admet qu'une représentation paramétrique de la droite (d) de vecteur directeur
_1

2
— 1
n et passant par le point K de coordonnées (E ;05 1) est:4 y=—¢ (t€R).

z=1+t
S’il existe, le point d’intersection de la droite (d) et du plan (ABG), est solution du
x =1
systeéme : y=-t
z =1+t
-y+z =20

Il fautdonc que: —(—t)+ (1 +¢#) =0soit 2¢+1 =0 ou encore t = —%.

Pour t:—%,onax: %,y:—t: % etz= 1—% :%.

Donc la droite (d) coupe le plan (ABG) au point L de coordonnées (% % %)
d. On calcule les distances LA, LB et LG.

o LA% = (xp—xp)%+ (J/A—yL)2+(ZA—ZL)2
2 2 2
S(0-3+ -3 +0- 4 = he k1=
donc LA = \/§= ?
e LB® = (xp —x1)* + (J/B—J/L)2+(ZB—ZL)2

2 2 2
= (- Y+ (0- Y+ (0- B =3+ i i=3
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donc LB = §=§.
2 2 2
= (=P (-3 (-4 = d e =

Donc le point L est équidistant des points A, B et G.

1 1-1 0
4. ABa pour coordonnées | 0 | et ﬁ}) a pour coordonnées | 1-0| =11
0 1-0 1

AB-BG=1x0+0x1+0x1=0donc AB L BG doncle triangle ABG est rectangle en B.
5. a. Points remarquables du triangle ABG.
* (A)) et (IG) sont deux médianes du triangle ABG et elles se coupent en S; donc
le point S est le centre de gravité du triangle ABG.
* Le point L est équidistant des points A, B et G donc c’est le centre du cercle
circonscrit au triangle ABG.
* Le triangle ABG est rectangle en B donc B est son orthocentre.

2 1 1 1
571 [-3 z-1) [~z
b. BS a pour coordonnées % -0|= % et BL a pour coordonnées % -0|= %
1 1 1 1
30 3 770 2

BS = %BL donc les vecteurs BS et BL sont colinéaires et donc les points B, S et L
sont alignés.

Exercice 3 4,75 points

Dominique répond a un QCM comportant 10 questions. Pour chaque question, il est proposé
4 réponses dont une seule est exacte. Dominique répond au hasard a chacune des 10 ques-

tions en cochant, pour chaque question, exactement une case parmi les 4. Pour chacune des

questions, la probabilité qu’il réponde correctement est donc %.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de bonnes réponses a ce QCM.
1. Pour chaque question, il y a deux issues possibles : Dominique donne la bonne réponse,
avec une probabilité p = %, ou Dominique donne une mauvaise réponse.
On effectue cette expérience élémentaire 10 fois et de facon indépendante.

La variable aléatoire X qui compte le nombre de bonnes réponses a ce QCM suit donc la
loi binomiale de parameétres n =10 et p = i.

2. Laprobabilité que Dominique obtienne exactement 5 bonnes réponses est :
P(X=5)= (150) x (%)5 x (1- %)10_5 ~0,0584

3. Lespérance de X est E(X) = np =10 x i =2,5.
En procédant comme Dominique, un éléve aura en moyenne 2,5 bonnes réponses.

4. On suppose dans cette question qu'une bonne réponse rapporte un point et qu'une mau-
vaise réponse fait perdre 0,5 point. La note finale peut donc étre négative.

On note Y la variable aléatoire qui donne le nombre de points obtenus.

a. Pour réaliser I'événement (Y = 10), il faut que toutes les réponses soient justes
donc: P(Y =10)= P(X =10) = ()"°.
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b. On peut calculer la valeur de Y en fonction de celle de X

On regroupe tous les résultats possibles dans un tableau.

On avu que (Y = 10) équivalait a (X = 10).

Si X =9, il ya9 bonnes réponses qui rapportent 9 points, et une mauvaise

réponse qui en retire un demi; donc Y =8,5.

Si X =8, il y a 8 bonnes réponses qui rapportent 8 points, et deux mauvaises

réponses qui retirent deux demi-points; donc Y =7.

Etc.

X

0

1

2

3

5

7

10

Y

-5

-3,5

-2

-0,5

2,5

5,5

8,5

10

Donc la note finale de Dominique est positive a partir de 4 bonnes réponses.
c. D’apres le tableau précédent, P (Y < 0) =P (X < 3).

Donc P(Y <£0) =0,78.
d. X prend toutes les valeurs entieres entre 0 et 10.

Pour X bonnes réponses qui rapportent X points, il y en a 10 — X mauvaises qui

retirent 0,5 (10 — X) points.
DoncY=X-0,5(10-X)=X-5+4+0,5X=1,5X-5.
e. D’apres la linéarité de I'espérance mathématique, on a :

E(Y)=E(,5X-5)=1,5xE(X)-5=1,5x2,5-5=-1,25.

Exercice 4

Soit n un entier naturel non nul.

5,25 points

Dans le cadre d'une expérience aléatoire, on considére une suite d’événements A,, et on note
pn laprobabilité de I'évenement A,,.

Pour les parties A et B de 'exercice, on considere que :

e Sil'évenement A, est réalisé alors I'événement A, est réalisé avec une probabilité 0,3.

» Sil’évenement A, n’est pas réalisé alors I'évenement A, est réalisé avec une probabi-

lité 0,7.

On suppose que p; = 1.

Partie A :

1. On complete I'arbre des probabilités ci-dessous :

Asie - corrigé
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0,3 A
0,3 A2 <
/ 0,7 As

2, {Ag ) A_g} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :

P(As) = P (Ao A3)+ P (A3 01 A3) = P (A3) x Py, (4s) + P43 x P (A3)

=0,3x0,3+0,7x0,7=0,58
P(A;nAz) 0,3x0,3

3. Py (As) =
45 (42) P (As3) 0,58

~0,16

PartieB:

Dans cette partie, on étudie la suite (p,,) avec n > 1.

1. On complete I'arbre des probabilités ci-dessous :

0,3 Ap+1
An
Pn
0,7 Ap+1
0,7 Ap+1
1-pn S
An
0,3 Ap+1

2. a {An , A_,,} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :

Pn+1 :P(An+1):P(AnﬂAnH)"‘P(A_nnAnﬂ)

= P(An) x Pa, (A1) + P (A7) % Po=(Ans1)

=pnx0,3+(1-py)x0,7=0,3p, +0,7-0,7p, =—0,4p, +0,7

On considere la suite (u,), définie pour tout entier naturel » non nul par : u, = p, —0,5.

Donc p, = u, +0,5.

b. Uns1=Pps1—0,5=-0,4p,+0,7—0,5=—0,4(up+0,5)+0,2 = —0,4u, —0,2+0,2

=-0,4u,
uy=p;1—-05=1-0,5=0,5

Donc la suite (u;) est géométrique de raison g = —0,4 et de premier terme u; =0, 5.
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c. On en déduit que, pour tout n,ona: u, = u; x g1 =0,5x (-0,4)"" 1.

Et donc p, = u, +0,5=0,5x (-0,4)" 1 +0,5.
d. Ona:-1<-0,4<1donc lim (-0,4)"!'=0donc lim p,=0,5.
n—-+00 n—-+00

PartieC:

Soit x €]0; 1[, on suppose que PA—n (Aps1) = Pa, (An+1) = x. Onrappelle que p; = 1.

On représente cette situation par un arbre de probabilités.

I-x Ap+1

/

An

Pn \

X Api1

An+1

n

1-x A

1. {An , A_n} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :
Pni1=PApt1) =P(AnnAp)+P (A_nﬂ An+1)
= P(An) x Pa, (A1) + P (A7) x P4 (Aps)
=ppx(1=X)+(1-pp)xx=pp—xpp+x—xpp=01-2X)pp+x
2. Onva démontrer par récurrence que p, = %(1 —2x)" 1+ % pour tout 2 > 1.
* Initialisation
_ 1 1-1,1_1,1_
Pourn—l,onaz(l—Zx) +§—§+§—1
Or p; =1, donc la propriété est vraie pour n = 1.
e Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n c’est-a-dire que p, = %(1 —2x)" 14 % ; C'est
I'hypothése de récurrence.
1 |
Pnr1=10-2xX)pp+x=(1-2x) E(I—Zx) +§ +Xx
(120 x 2(1=20" 4 (1-20) x s+ x= L1 -20)" + 2 —x+
=(1-2x)x=-(1-2x —2x)x—+x=—-(1-2x ——X+X
2 2 2 2

1 .1
=—(1-2x0)"+=
2 2
La propriété est donc vraie au rang n + 1.
* Conclusion

La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire pour tout n > 1; d’apres le
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier # non nul.

On a donc démontré par récurrence sur n que p; = %(1 —2x)" 1+ % pour tout nn > 1.
3. 0<x<ldonc—-2<-2x<0etdonc-1<1-2x<1.

On en déduit que lim (1-2x)""!=0doncque lim p,= %
n—+oo n—+oo
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