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Sujet 2 - 13 juin 2025
EPREUVE D’ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Exercice 1 6 points

Partie A

1. u3 =upx0,93=6x%x0,93 =5,58.

2. (uy) est une suite géométrique de premier terme 1y = 6 et de raison g = 0,93 donc
pour tout entier naturel n, u, = uyx g =6 x0,93".
3. Laraison q vérifiant g €] —1; 1[, on sait que lim 0,93” =0donc lim u,=0.
n—+oo n—+oo

Interprétation : ceci signifie qu’au bout d'un grand nombre d’années la population
animale dans le milieu A va aller a I'extinction.

Partie B

1. Pour tout entier naturel n, v,+; = —0,05 v% +1,1v,.
En particulier v; = —0,05 x 6% + 1,1x6=-1,8+6,6=4,8.

I1'y aura donc 4 800 individus au 1°' janvier 2026.
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo par f(x) = —0,05x? + 1, 1x.

2. Lafonction f est dérivable donc continue sur [0 ; +ool.

Vxe[0; +ool, f'(x)=-0,1x+1,1.

1,1
ffx) >0 <= -0,1x+1,1 >0 < x<—1 — x<11.

’

Donc la fonction f est croissante sur l'intervalle [0; 11].

3. Nous savons que pour tout entier naturel n, v,+1 = f(v,). Montrons par récurrence
que:2 < vy S U < 6.

e Initialisation : vy =6 et v; = 4,8 donc 2 < v; < vy < 6. La proposition est vraie
aurang 0.

e Hérédité : on suppose que pour neN, 2 < vy < UV, < 6.
Comme v, €[0; 11], v,4+1 € [0; 11], et que f est croissante sur [0; 11] d’apres
le résultat précédent, les images des quatre nombres de 'encadrement sont
rangées dans le méme ordre croissant, soit
f@) < flvpel < flvn < f(6) <= 2 < vps2 < vy, < 4,8 (car f(2) =-0,05 x
2242,2=-0,2+2,2=2).
Onadonc 2 < vy42 < Vp41 < 6. La proposition est vraie au rang n + 1.

* Conclusion : La proposition est vraie au rang n = 0 et si elle est vraie au rang
neN, elle 'est aussi au rang n + 1. D’aprés 'axiome de récurrence, pour tout
entier naturel n,

2< Vp1 S Up 6.
4. Lerésultat précédent montre deux résultats : pour tout entier naturel n,

* U,1 < vy, doncla suite (v,;) est décroissante;
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* 2 < v, donc la suite (v,) est minorée par 2.

D’apreés le théoréme de la convergence monotone, la suite (v,) converge vers une
limite ¢ > 2.

5. a. Lafonction f est continue, (f ([2; 6]) < [2; 6]) et la suite (v,) converge, donc
d’apres le théoréme du point fixe, ¢ est 'unique solution sur [2 ; 6] de 'équa-
tion f(x) = x.
b. Onrésoutl'équation ¢ = f(¥) :
0=f(0) & ¢=-0,050*>+1,1¢ <> 0,05(2-0,1¢/=0 < 0,05((/-2) =0
On obtient deux solutions: £ =0¢ [2; 6] et £ = 2. Donc nErPOO v, =2.

Ceci signifie qu’au bout d’'un certain nombre d’années la population va se rap-
procher de 2 000 individus, soit le tiers du nombre initial.

Partie C

1. En milieu A, on utilise la suite (u;). On cherche a résoudre u,, < 3.

1
Up<3 < 6x0,93" <3 < 0,93" < —. La fonction x — In(x) est croissante sur

1 1
10; +oo[ donc 0,93" < > < In(0,93") <ln(§) <~ nx1In(0,93) < -In(2)

In(2)
< n>-———carln(0,93) <0.
In(0,93)
In(2) .
r—-—— =~ 9,55 donc n > 10 soit en 2035.
In(0,93)

A partir de 2035, le nombre d’individus en milieu A sera inférieur a 3 000.

2. On sait que (v,) est décroissante. Avec la calculatrice, on trouve vs = 3,14 et
Vg = 2,96. Donc pour n > 6.

Ce sera donc a partir de 2031.

3. Lasuite (u,) converge vers 0, et (v,) converge vers 2. Les deux suites étant décrois-
santes en partant de uy = vy = 6, il existera un rang N tel que vy > uy.

4. Le script complété :

n=0

u=6

v=6

whileu>=v:
u=0.93*u
v=-0.05*v**2+1.1*v

n=n+l

print (2025 + n)

5. Le script affiche 2038. Avec la calculatrice : u1y = 2,51 et vy2 = 2,41; u13 = 2,34 et
V13 = 2,36. Donc N =13.
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Exercice 2 6 points

Partie A

1. 1970 - 1960 = 10. Donc on lit f(10).

25 30

Dans la limite de précision du graphique, f(10) = 0,9.

2. Si tliIEl f(#) =1 alors € admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au
—+00
voisinage de +oo.

1 1 1
3. fO==-donc——==- <<= a+1=2 <<= a=1.
2 a+1l 2

ye—ya _05
XB— XA 10

4. Soit m ce coefficient directeur. m = =0,05.

1
5. a. Lafonction f est continue et dérivable sur [0 ; +oo[. f(f) est de la forme —,

, u(t)

(
u?(1)
—be bt be bt
Donc Vte€ [0; +ool, f'(1) = — 2= 2"
(1+e b)) (1+e7bY)

b. Le nombre dérivée de f en 0 est égale a la pente de la droite (AB), tangente a

de dérivée —

Donc en posant u(t) = a+e 2!, u/(t) = —be™?!

b
%r au point d’abscisse 0. Donc f'(0) = 0,05 donc 2 =0,05donc bh=4x0,05=
0,2.

Partie B

On admet, dans la suite de 'exercice, que le taux d’équipement en réfrigérateurs est re-

présenté par la fonction f définie sur I'intervalle [0; +oo[ par: f(f) = 130021

1. lim e

2t — 0 (par composition). Donc lim f(£) = 1.
t—+oo t—+oo
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1
2. La fonction f est continue et dérivable sur [0 ; +oco[, de la forme ?, de dérivée
u

u' ()
u?(6)’
-0 2e—0,2t
Donc en posant u(t) = 1+e~%%! 1/ (£) = 0,272/, Yt € [0; +ool, f'(t) = —————
(1+e-0:21)?
0,22
soit f'(t) = ——.
(1+e-021)
Vtel[0; +ool,0,267%?" >0 et (1+ e_O'Zt)z > 0 donc f'(t) > 0 donc f est croissante
sur [0; +ool.
3.0 (O)—1 t li (=1
. Onaf =5¢€ t_lgl@f =1.
1
Lafonction f est continue strictement croissante sur [0; +oo[ a valeurs dans 3 ;1 [

1
Or0,97 € [ 3 i1 [, donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,

I'équation f(x) = 0,97 admet une unique solution a dans l'intervalle [0 ; +ool.

4. Avec la calculatrice @ = 17,4 donc a €]17; 18].

Partie C

1. Vt€[0; +ool, f(¥) = 7o En multipliant numérateur et dénominateur par
e »

eO,Zt eO,Zt eO,Zt

0,2t . . _ _ _
e”-', on obtient : f(f) = Ot (110 02 ~ 02 y]  14e0Zt’

/

u(t)

car les deux termes du quotient sont strictement positifs) en posant u(t) = e
u'(1) =0,2e%%,

2. f estdela forme

, de primitive In(u(?)) (avec u fonction strictement positive
0,2t ot

eO,Zt 1 0,260'2t 0,260'2t
—_— X =5x
1+e092t 0,2 1+e02t 1+e02t’

En écrivant f(t) =

on détermine la fonction F, une primitive de f : F() = 5In (1 +e%?!) pour t € [0; +ool.
I | 1 [0 02t 1 40
3. I=— ——dt=— — dt=—[5In(1+e%* =
40J)o 1+e02t 40[0 1+e02¢ 40[ ( o
5
— (In(e®+1) -In(2
= (in(e*+1)-In) 8
1 1 (eB+1
:§(ln(e8+1)—ln(2)):§ln( ):0,913
Exercice 3 4 points
Partie A

1. Pour chaque caractere, il y a 64 possibilités, donc pour une séquences de 4 carac-
teres, il y a 64* possibilités, soit 16 777 216 possibilités. On pourra noter

card(Q)) =16777216.
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2. Si les caracteres sont différents deux a deux, il s’agit alors d'un arrangement de 4

64!
caractéres parmi 64 : ———— =64 x 63 x 62 x 61 = 15249024 possibilités.

3.

Partie B

a.

T (64-4)!
On reprend la question 1. avec seulement 63 caracteres. cela donne donc
63* = 15752961 possibilités.

Soit X I'événement : «la séquence ne comporte pas la lettre A ».

Son événement contraire est donc : X «la séquence comporte au moins une
fois la lettre A ».

Ainsi card(X) + card(X) = card(Q2) donc card(X) = card(Q) — card(X) = 64* —
63* = 1024255.

Il'y a donc 1024 255 séquences contenant au moins une fois la lettre A.

La lettre A peut se situer dans I'une des quatre positions dans le code, les trois
autres lettres étant différentes. Il y aura donc 4 x 63% = 1000188 possibilités.

4
Ilya (2) facons de placer les deux lettres A dans la séquence. Les deux autres

x 632 = 23814 possibilités.

4
lettres ne sont pas des A. Il y aura donc (2

1. X suit une loi binomiale de parametres n = 250 et p = 0,01.

2. P(X=0)=

250
0 ) x0,01% x (1-0,01)2°070 = 0,99250 ~ 0, 081.

3. On calcule P(X > 16) = P(X > 17). Avec la calculatrice, P(X >17) ~ 1,04 x 1072, ce
qui est négligeable.

Partie C

En utilisant les propriétés sur la linéarité de 'espérance et de la variance (les variables
aléatoires X, X», X3 et X, étant indépendantes), on peut affirmer que :
ES)=EX;j+Xo+ X3 + Xy) = E(X))+ E(X5) +E(X3) +E(Xy) =4xE(X)=
4xnxp=4x250x0,01=10.

Il en est de méme pour la variance :

V(S) = V(X1 +Xo+ X3+ Xs) = VX)) +V(X0)+ V(X3)+V(Xy) =4x V(X) =4xnx px(1—-p) =
4x250x%x0,01x0,99=09,9.

Exercice 4 4 points

1.

— —_— -3 1
a. AB| 1 |et AC| 3 |.Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car =) £ —.

-3 -1

3
-1 -1
Les points A, B et C ne sont pas alignés.
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b. D’apres la question précédente, les vecteurs AB et AC forment une base du
-1
plan (ABC). Avec 7|1 , on calcule T-ABetn-AC:
4
N.AB=3+1-4=0et n.AC =1+3-4=0. 1 est donc orthogonal a deux
vecteurs non colinéaires du plan (ABC) donc il est normal a ce plan (ABC).

c. 7 étant normal au plan (ABC), une équation cartésienne de ce plan est de la
forme: —x+y+4z+d=0avecd eR.
A(1;0;3)e(ABC)donc-1+0+12+d =0 < d=-11.

Donc (ABC) : —x+ y+4x—-11=0.

On considere le plan &2 d’équation cartésienne 3x—3y+2z—9 = 0 etle plan &2’ d’équation
cartésienne x—y—z+2=0.

3 1
2. a. Levecteur n; | -3 | est normal au plan &2, le vecteur n, | —1 | est normal au
2 -1

— — 3 2
plan &' . Les vecteurs n; et ny ne sont pas colinéaires car 1 # 3 Donc les

plans & et &' ne sont ni paralléles ni confondus. Ils sont donc sécants. Leur
intersection est donc une droite (d).

b. E . 72) =3+3—-2=4#0donc les plans ne sont pas perpendiculaires.

(d) est la droite d’intersection des plans £ et 22’ dont les vecteurs normaux sont

3 1
respectivement v -3 | et v/ | =1].
2 -1

Pour montrer que u dirige (d), il suffit de prouver que ce vecteur est contenu dans

chacun des plans &2 et 27, soit U v =0etu.v=0
Or, u.v=1x3+1x(-3)=0et 1.0 =1x1+1x (1) =0.

—_

Ainsi, (d) est bien dirigée par u.
3. Onremplace les coordonnées de M dans les deux équations de plans:

* 6-3+6-9=12-12=0donc M € &?;
©2-1-342=4—-4=0donc M e,

La droite (d) passe donc par M et a pour vecteur directeur (d) : 7[ donc

xX=2+t
1y=1+¢t ,teR
z=3

4. On cherche l'intersection de (ABC) et de (d). On résout le systeme :

xX=2+t
y=1+t . . . .

< 3 . S’il admet une infinité de solutions alors (d) < (ABC).
zZ=

-X+y+4z-11=0
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On remplace x, y et z dans la derniere équation :

—X+y+4z-11=0=>-2+t)+1+t+4x3-11 =0 < 0=0. La derniére équa-
tion est vérifiée quelque soit la valeur de ¢. Donc ce systeme admet une infinité de
solutions. (d) c (ABC)

Donc la droite (d) appartient aux trois plans (ABC), &2 et 2?'. Reprenons les trois

-1 3 1
vecteurs normaux des troisplans: n| 1 |, ny|-3|etny | -1]1.
4 2 -1

—

u et n ne sont pas colinéaires, de méme pour u et n,. Le plan (ABC) n'est donc
confondu ni avec & ni avec 2'. Ces trois plans sont simplement sécants, d’inter-
sections (d).
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