Premiere spécialité mathématiques Année 2021 - 2022

#% Chapitre 2 3%
Polyn6me du second degré

I. Les polynémes

Définition 1:
Les monomes sont des expressions algébriques formées du produit d'un coefficient a réel par une puissance
(entiere) d’'une indéterminée X : aX".

Exemples de monomes : 4x%=4, -3X'=-3X, aX?% 12,5X° et 0X=0

Lexposant de X est appelé le degré du monome.
Parexemple: —3X estdedegrél, mX?estdedegré2, 12,5X’estdedegré7, 4estdedegré0 et 0X=0est
de degré —oo.

Un polyn6éme est une somme (finie) de mondmes.
Par exemple : —3 +8X? +4X —7X3 —7X + 10 est un polynome.

On dit qu'un polynéme est réduit lorsque tout ses monomes sont de degrés distincts. Ainsi 3X? — 12X° + 2 est
sous forme réduite mais 5 + 7X — 14X? + 8X n’est pas sous forme réduite car les mondmes 7X et 8X sont semblables
(méme degré).

Le degré d'un polynéme réduit est le plus grand degré de ses mondmes.

Un polyndme réduit est dit ordonné lorsque ses mondmes sont rangés suivant les puissances décroissantes de
I'indéterminée X.
Par exemple —7X3 + X — 3 est ordonné alors que X —7X? + 2 ne I'est pas.

Les polyndmes ont ceci de merveilleux qu’ils peuvent s’appliquer a un trés grand nombre d’objets. X peut dési-
gner des nombres bien sir mais aussi des polynomes, des fonctions, des transformations géométriques, des tableaux
de nombres (matrices), etc.

I1. Différentes expressions et lien avec la courbe représentative

1. Laforme développée

Définition 2:
Une fonction polynéme de degré 2 est une fonction f définie sur R par f(x) = ax® + bx + ¢, avec a € R* et

b,ceR.
Cette écriture de f(x) est appelée forme développée de f(x).

Définition 3:
Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx +c, avec a € R* et b,c € R.

¢ Si a> 0 alors la représentation graphique de f est une parabole 22 « tournée vers le haut ».

* Si a <0 alors la représentation graphique de f est une parabole &2 « tournée vers le bas ».

a>0 a<0
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A Remarque :

¢ Le point «le plus haut» (a < 0) ou «le plus bas » (a > 0) est appellé le sommet de la parabole.

¢ L'ordonnée du point de &2 qui a pour abscisse 0 est le coefficient c.

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « Lordonnée du point de &2 qui a pour abscisse 0 est le coefficient ¢ » .

f(0) = ax0’+bx0+c = 0+0+c = ¢
Donc I'ordonnée du point de &2 qui a pour abscisse 0 est bien c. |

2. Laforme canonique

@® Propriété 1 :

existe de nombre réels a et f tels que pour tout nombre réels x, on a

ax*+bx+c = a(x—a)2+,6

I N
L

L
% Soit f une fonction définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ une fonction polynéme du second degré (a # 0). 11

Lécriture a(x — a)? + f est la forme canonique de la fonction f.

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « Il existe de nombre réels a et f tels que pour tout nombre réels x, ona ax®>+bx+c =
a(x—a)*+B»

2 , b ¢ ) b b\ (b)) ¢
ax“+bx+c = alx“+—-x+—| = alx*+2x—x+|—| —|—]| +—
a a 2a 2a 2a a
(eega) () w2l = ellra) ()
= allx+—| —-|—| +— = allx+—| -|=—] +—
2a 2a a 2a 2a a
( b)2 (b)2 c ( b)2 v ac
= alx+—| —a|l—]| +tax— = alx+—| —a—+—
2a 2a a 2a 4a’>  a
( b)z b*  4ac ( b\* b®-4ac
= aflx+—| - —+— = a|lx+—| ——
2a da 4da 2a 4a
b b? —4ac
Donc ax’+bx+c = a(x—-a)*+p aveca=-—etf=———. -
2a 4a

@® Propriété 2 :
% 1. Le sommet de la parabole 22 a pour coordonnées S(a; f3).

2. Laparabole 22 a pour axe de symétrie la droite d’équation x = a

4 Démonstration :

N

1. Propriété a démontrer : « Le sommet de la parabole £ a pour coordonnées S(a; ). »
Soit f la fonction polynéme de degré 2 dont la courbe représentative est 2.
Raisonnons par disjonction des cas :

e Aveca>0: (x-a)’>0 < axx-a)?>20 < ax(x-a)?+p=2p < f)=p
Donc § est le minimum de la fonction f sur R. Il est atteinten x = a (f(a) = a x (a - a)? + B=p.
Donc le point S(a; ) est le sommet de la parabole 22.
e Aveca<0: (x-a)’>0 < ax(x-a)?’<0 < ax(x-a)l+p<B <= [f)<P
Donc S est le maximum de la fonction f sur R.
Donc le point S(a; ) est le sommet de la parabole 2. |
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2. Propriété a démontrer : « La parabole & a pour axe de symétrie la droite d’équation x = a »

Soit f la fonction polyndme de degré 2 dont la courbe représentative est 2. Soit x € R et deux points M et M’
d’abscisses respectives ¢ — x et a + x.

fla—x) = a><(a—x—a)2+ﬁ fla+x) = a><(a+x—a)2+ﬁ
= ax(-x?+p = ax(x)?*+p
= ax’+p = ax*+p
Comme f(a—x) = f(a+ x), les points M et M’ ont la méme ordonnée, donc la droite d’équation x = « est un
axe de symétrie pour la parabole 2. |

On remarque que 1'on peut estimer l'allure de la courbe du trindme ax? + bx + ¢ a partir de la forme canonique
a(x—a)®+ B. En effet, avec la forme canonique, suivant le signe de a, on déduit que f est un minimum ou un maxi-
mum ainsi que I'orientation de la parabole.

En résumé :

@® Propriété 3 :
Soit f une fonction définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢ une fonction polynéme du second degré (a # 0). Les
variations du trinome f sont données par les tableaux suivants :

1. Sia>0,lafonction f est décroissante sur I'intervalle ] — oo; a] et croissante sur l'intervalle [a; +oo].

A

@

~
=

1
1
1

a

2. Sia<0,lafonction f est croissante sur l'intervalle | — oo; @] et décroissante sur I'intervalle [a; +ool.

A

p

~

&% Démonstration :

1. Propriété a démontrer : « Si a > 0, la fonction f est décroissante sur l'intervalle ] —oo; a] et croissante sur l'inter-
valle [a; +o0]. »
Faisons un raisonnement par disjonction des cas :

e Surl'intervalle ] —oo; a] : soient m,neRtelsque m<n < a.

m < n < «
m—-a < n-a < 0
(m-— a)2 > (n- a)2 car la fonction carrée est décroissante sur I'intervalle ] — oo; 0]
am-a)? > am-a)? cara>0
am-a)?+p > am-a)’+p
fim) > f)

Donc la fonction f est décroissante sur I'intervalle ] — oo; a].
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e Sur l'intervalle [a; +oo[ : soient m,n e Rtels que a < m < n.

a < m < n
0 < m-ao < n—-«a
(m— a)2 < (n- a)z car la fonction carrée est croissante sur 'intervalle [0; +oo]
am-a)? < an-a)? cara>0
am-a)?+p < an-a)’+p
fm)y < f
Donc la fonction f est croissante sur l'intervalle [a; +ool. |
2. On applique le méme raisonnement pour a < 0. |

3. Laforme factorisée

@® Propriété 4 :
La fonction f définie sur R par f(x) = a(x — x1)(x — x2) est une fonction polynéme de degré 2, avec a, x; et x
des réels tels que a # 0.
Cette écriture de f(x) est appelée forme factorisée de f(x).

&% Démonstration :
Propriété a démontrer : « f(x) = a(x — x1) (x — x2) est une fonction polynéme de degré 2, avec a, x; et x, des réels tels
que a # 0.»

fx) = alx—-x)(x—-x) = a(xz—xlx—x2x+x1x2)
= a(XFP-(q+x)x+xix) = ax’—alx+x)x+ax;x
= ax®+bx+c avec b=—alx;+x) et c=axix
Donc f est bien une fonction polynéme de degré 2. ]

III. Racine et signe d’'un trind6me

1. Racine d’un trinome

Définition 4:
| Lesracines d'un polynéme sont les nombres réels qui annulent ce polynome.

L J

@® Propriété 5 :
< x1 et xp sont les seules racines du polyndme a(x — x;) (x — x2) avec a # 0.

\ J

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « x; et x sont les seules racines de a(x — x;) (x — x») avec a # 0. »

Existence : fx1) = alx;—x)(x; —x2) f(x2) a(xy — x1)(x2 — x2)

= axOx(xl—xg) ax(xz—xl)xO
Donc x; et x, sont bien des racines du polynéme a(x — x1)(x — x)
Unicité : Un produit est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.

a = 0 — 0

xX—x1 = x—-x2 = 0
Impossible car a # 0 X = X X = X
X1 et xp sont les seules racines de a(x — x1) (x — x2). |
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@® Propriété 6 :
b
1. La somme des racines d’'un polynome de degré 2 est égale a ——
a

c
2. Le produit des racines d'un polynéme de degré 2 est égale a —
a

& Démonstration :
Voir la démonstration dans la partie II..3. -

2. Aspect graphique

Définition 5:
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax?+bx+c avec a € R* et b, ¢ € R. Les solutions de 'équation f(x) =0
sontles abscisses des points d’'intersections entre la courbe représentative de f, noté 6y, et I'axe des abscisses.

# Exemple 1:

Prennons la fonction f définie sur R par f(x) = —x? + x +2.

Sur cet exemple, on remarque que 6y coupe l'axe des abs-
cisses en deux points.

De plus, on observe graphiquement les solutions x; et x, de
I'équation f(x) =0, a savoir :

x1=-letx,=2

Les racines du polynéme —x? + x + 2 semblent étre —1 et 2.

3. Signe d’un trindme donné sous forme factorisé

'@/' Méthode 1 : Ftude de signe d’'un trinome donnée sous forme factorisée
Pour étudier le signe d'un polynéme de degré 2 donné sous forme factorisée, il faut dresser un tableau de signe.

Soit f la fonction définie sur R par f: x — —5(x —5)(x + 3). Le tableau de signe de f est:

X —00 -3 5 +00
-5 - — _
x—5 - - 0 +
x+3 - 0 + +
fx) - 0 + 0 -

@® Propriété 7 :
Soit f la fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = a(x — x1)(x — x2) avec a # 0.
Avec la convention x; < xy, le tableau de signe de la fonction f est donné par :

X —00 X1 X2 +00

fx signe de a 0 signede-a 0 signe de a
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