Seconde Générale Année 2021 - 2022

# Chapitre 5 %

Les nombres 3

I. Racine carrée d’'un nombre

Définition 1:

| V/a estle nombre positif qui a pour carré a.

a est un carré, donc un nombre positif;
ainsi v -5 n'existe pas. a |0|1]4]|9|16|25|36| 49|64 | 81| 100

Quelques valeurs exactes a connaitre : va|0|1]|2|3| 4|5 |6 78129 10

A Remarque :

Tous les nombres a figurant dans ce tableau sont des carrés parfaits. Plus généralement, on appellera carré parfait les
nombres dont la racine carrée est un entier.

Mais une racine carrée ne peut pas toujours s’écrire sous forme d'un entier, d'un décimal ou d'une fraction.

Par exemple, la seule écriture exacte de la racine carrée de 2 est v/2. On dit que v/2 est irrationnel.

' Démonstration : Exigible en fin de seconde

Proposition a démontrer : « v/2 est irrationnel ».

On va démontrer cette proposition par I'absurde.

Supposons que /2 soit rationnel. Alors v/2 est de la forme %, a et b deux entiers positifs et premiers entre eux. (la
fraction ¢ ne peut plus étre simplifiée)
On en déduit que :

\/5:% — V2 :g — 2xb=a < (\/Exb) —a << 22x(b)2:a2 — 2xb’=d°

Puisque a? est pair, a est pair donc a = 2p avec p un entier positif
2xb*=(2p)? = 2xb*=4p*® = Db =2p°
On en déduit que b? est pair donc que b est pair.

Par conséquent, il est possible de simplifier la fraction § par 2, ce qui contredit I'hypothése que a, b sont premiers
entre eux.

Puisque 'hypothese « v/2 est rationnel » conduit a une contradiction, c’est le contraire qui est vrai, a savoir :
«V/2 estirrationnel ». |

@ Propriété 1 :
{ Si a et b sont deux entiers naturels, alors v/a x vb=Vaxb

' Démonstration : Exigible en fin de seconde
Proposition a démontrer: vVax vb=vaxb

VaxB = axb = V@xVB = (Vaxvb)

Vaxb et /axvb étantpositif, on peut en conclure que :
vax Vb=Vaxb ||
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-\@’- Méthode 1 :

Regroupements et simplifications d’écritures :

* on cherche & décomposer le nombre qui est sous le radical en un produit dontI'un des facteurs est un carré.
=Vax5=V4xV5=25
16x2=V16xV2=4v2
8=136x3=136xV3=6V3
¢ dans un produit on cherche a associer les racines carrées d'un méme nombre :

- V2xVTA=V2xV2xT=V2x VZxVT=(V2) xVT=2V7

- \/§><\/ﬁx\/§=\/§x\/?mxﬁ=\/§><\/§><\/§><\/§xx/§=(\/§)zx(\/§)2x\/§=3><5><\/§=15\/§
¢ on cherche a réduire les sommes en mettant les racines identiques en facteur :

- 3vV2+5v2=(3+5) xV2=8V2

- 3VT-2VT+VT=3-2+ D) xV7=2V7

Ces calculs ont pour but d’obtenir un résultat dont I’écriture est la plus simple possible.

1
S0
(=1 \S] ]

Il

M Remarque :

1. Ce résultat se généralise a tous les nombres positifs et pas uniquement aux entiers.

2. Side plus b # 0, alors de méme : Ja \/E
vb Vb

3. Attention : en général /a+ Vb N'ESTPASEGALaVa+b (V9+v16=3+4=7;maisV/9+16=+v25=5)

@® Propriété 2 : Inégalité triangulaire

< Pour tout nombre strictement positif aet b, Va+b<va+Vb

' Démonstration : Exigible en fin de seconde
Proposition a2 démontrer: Va+ b < ya+ Vb

(\/E+\/E)2 = (\/E+\/E)x(\/5+\/5) - V@ +Vavb+Vbva+ Ve

>\/EZ+\/}_72 = a+b = \/a+b2
Va+ b et /a+ Vb étant positif, on peut en conclure que : vVa+b < va+vVb [ |

II. Les nombresréels:R

Définition 2:
| Lensemble des nombres réels est 'ensemble de tous les nombres que nous utiliserons en classe de seconde.
Lensemble des nombres réels est noté : R.

L'ensemble des nombres réels peut étre représenté, schématisé par une droite.

| L] \
i 7
| 01 |
De méme qu’'en géométrie on s’intéresse a des morceaux de la droite, nous allons nous intéresser a des morceaux

de I'’ensemble des réels.

De facon plus terre a terre, dans la réalité (mathématiques appliquées) ou dans certaines situations (y/x et d’autres
fonctions) nous seront amenés a utiliser des morceaux de I'’ensemble des réels : des intervalles.

Définition 3:

| Un intervalle est un sous-ensemble (une partie) "sans trous" de I’ensemble des nombres réels R.
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1. Intervalles bornés

Les intervalles bornés sont les ensembles qui contiennent tous les réels qui sont compris entre deux bornes (li-
mites).

Exemple 1:
7 p

Lintervalle [-2 ; 13] (lisez « fermé en —2 et fermé en 13 ») désigne 1'’ensemble des nombres réels x compris entre —2
et 13. Ce sont donc tous les nombres x qui vérifient -2 < x < 13

Lensemble des nombres réels est représenté par une droite et I'intervalle [-2 ; 13] est alors représenté par un seg-
ment.

\
0.1 x
| | 13

-2

1l arrive souvent qu’en cherchant a optimiser la taille des intervalles, il faille exclure les valeurs aux bornes. Ainsi
pour désigner 'ensemble de tous les nombres compris entre —2 et 13 mais pas —2 nous noterons : ] -2 ; 13] (lisez
«ouvert en —2 et fermé en 13 »).

Ce qui correspond a tous les nombres x qui vérifient 'encadrement —2 < x < 13

20 13

M Remarque :
1. Pour dire qu'un nombre a est compris entre 3 et 4 nous écrirons : a € [3,4] et nous dirons que x appartient a
I'intervalle [3;4].

2. Les bornes d'un intervalle sont toujours écrites dans 1’ordre croissant.

3. Lensemble vide, @, qui ne contient aucun élément est considéré comme un intervalle.

2. Intervalles non bornés

Les intervalles non bornés sont les intervalles qui contiennent tous les nombres plus grands ou plus petits qu'un
nombre fixé.

# Exemple 2:

Lintervalle [-2 ; +oo[ (lisez « fermé en —2 , plus l'infini ») désigne I'’ensemble des nombres réels x supérieurs (ou
égaux) a —2. Ce sont donc tous les nombres x qui vérifient -2 < x

Lintervalle [-2; +oo[ est alors représenté par une demi-droite.

.
——
s 5

-2
M Remarque :

Le symbole co n’est pas un nombre réel. C’est pourquoi le crochet est toujours ouvert du co6té de ce symbole.

I11. Distance entre deux nombres réels

1. Notation |a|, a€e R

Définition 4:
Soit @ un nombre réel.
On appelle valeur absolue de a, notée |al, la distance entre a et 0
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Exemple 3:
7 p

Essayons de déterminer | — 12|.

On sait d’apres la définition précédente que | — 12| estla ‘
distance entre 0 et —12. On représente la droite des réels, \
puis (en rouge) la distance entre 0 et —12 :

'
(BRI R
'~

—
)
ol

On remarque que, bien que —12 soit négatif, | — 12| est positif et est égale a 12. En effet, | — 12| est une distance donc
toujours positive.

A Remarque :

Quelle que soit I'expression a, a? est toujours positive, donc v a? existe. Par exemple V32 = /9 = 3.
On peut donc en déduire une autre maniére de définir la valeur absolue :  |a| = V a?

Plus généralement, avec la notation valeur absolue, il est possible de définir la distance entre deux nombres réels :

@® Propriété 3 :
< Soient a et b deux nombres réels. |a — b| ou |b — a| est la distance entre a et b

Exemple 4:
| Y

Essayons de déterminer |2 —11].

On sait d’apres la définition précédente que |2 - 11| est la
distance entre 2 et 11. On représente la droite des réel,
puis (en rouge) la distance entre 2 et 11 :

~

N

By -
[

11

La distance entre 2 et 11 vaut 9. Donc |2-11| =9

2. Notion d’intervalle centré

Définition 5:
Soient @ un nombre réel et r un nombre réel positif.
Lintervalle [a—r;a+7r] estunintervallecentréen a delongueur 2r.

# Exemple 5:

Essayons de représenter l'intervalle pour a = 7 et r = 10 soit 'intervalle [7 — 10;7 + 10].

On représente la droite des réels,
puis (en violet) la valeur 7 :

~

On représente, en bleu, les valeurs comprises
dans l'intervalle [7 — 10; 7] et, en rouge, les 01 X
i

~

7 17

valeurs comprises dans l'intervalle [7;7+10]. | -3

Sur I'exemple précédent, on remarque que la distance entre la borne minimale, ici —3, et 7 est la méme que la
distance entre la borne maximale de 'intervalle, ici 17, et 7.
Cet intervalle est donc centré en 7 et la distance entre le centre de I'intervalle et une borne est toujours inférieure ou
égale a 10. On peut donc définir ce genre d’intervalle grace a la valeur absolue :

@® Propriété 4 :
Soient @ un nombre réel et r un nombre réel positif.
Lintervalle [a—r;a+7r] peut étre caractérisé par la condition :

Pourtout xeR, |x—a|<r
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