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#% Chapitre 15 5
Fonctions tr 1gonometr1ques

I. Rappel

1. Leradian

Définition 1:
Le radian est, comme le degré ou le grade, une unité de mesure d’angles définie de la facon suivante :
Si A et M sont deux points d'un cercle de centre O de rayon r, [ désigne la longueur de I'arc AM

— l
La mesure en radians de 'angle AOM estle réel a = .

[ Remarque :
* Le cas particulier r = 1 est intéressant car a alors [ = a. Dans ce cas, la mesure en radians de I'angle AOM est
égale a la longueur de I'arc géométrique AM
¢ Il yaproportionnalité entre la mesure en degrés et la mesure en radians :
360 degrés = 27 radians ou encore 180 degrés = & radians

Mesure en degrés 360 180 90 60 45 30
. V2 7 b4

Mesure en radians 2 7 - - — —
2 3 4 6

2. Le cercle trigonométrique

Définition 2:
* Un cercle orienté est un cercle sur lequel on distingue les deux sens de parcours : le sens direct ou
indirect,

¢ Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1 orienté de telle sorte que le sens direct est celui du
sens inverse des aiguilles d'une montre.

M Remarque :

» Sens direct : sens positif, sens trigonométrique, sens inverse des aiguilles d'une montre.

¢ Sens indirect : sens négatif, sens horaire .
II. Angles orientés

1. Mesure d’un arc ou d’angle orienté de vecteurs

(%) est le cercle trigonométrique de centre O, A et M sont deux points de (%)

Définition 3:

Une mesure, en radians, de I’arc orienté AM ou de I'angle orienté (OA,OM) est la longueur de chemin par-
couru pour aller de A a M dans le sens direct
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@® Propriété 1 :

% Si @ est une mesure en radians de I'arc orienté AM ou de I'angle orienté (OA,OM ), alors toutes les mesures
en radians de cet arc sont de la forme a + 2km ol1 k est un nombre entier relatif

A Remarque :
Le "k" détermine en fait un nombre de tours que |'on effectue sans le sens direct si k est positif, et dans le sens indirect
si k est négatif

2. Mesure principale

Définition 4:

| On appelle mesure principale, en radians, son unique mesure appartenant a I'intervalle | — 7; 7]

IIl. Fonctions sinus et cosinus

Définition 5:
Soit x un réel quelconque. Il lui correspond un unique point M du cercle trigonométrique tel que x soit une
mesure en radians de (AOM).

* Le cosinus de x, noté cos x, est 'abscisse de M dans le repeére (O; I; J).

¢ Le sinus de x, noté sin x, est 'ordonnée de M dans le repére (O; I; J).

cosx et sinx sont donc respectivement 1'abscisse et
I'ordonnée du point M dans le repére (O; I; J).

On note : M(cos x;sin x)

D’apres le cercle trigonométrique, on peut «lire » les propriétés suivantes :

@® Propriété 2 :
% e cos?x+sin?x=1

e —1<cosx<1l et -1<sinx<l1
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Valeurs particulieres importantes a connaitre!!!

0,1)

(-1,0)

0,-1)
On peut donc établir le tableau suivant :
valeur de x en radians 0 7 il z z /2
6 4 3 2
valeur de x en degrés 0 30 45 60 90 180
1 2 3
sinx 0 - £ \/—— 1 0
2 2 2
3 2 1
COsXx 1 \/—— £ = 0 -1
2 2 2
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1. Périodicité

Définition 6:
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. La fonction f est T-périodique si et seulement si pour tout
xeR,ilexiste TeRtelque f(x+ T) = f(x).

\ J

s N

@® Propriété 3 :

D’apres la construction du cosinus et du sinus sur le cercle trigonométrique, on en déduit que :
cos(x +27m) = cosx

sin(x + 2x) =sinx
& Démonstration :
Aux points de la droite orientée d’abscisses x et x + 2k ont fait correspondre le méme point du cercle trigonomé-
trique. .

A Remarque :
Cela signifie que les fonctions sinus et cosinus sont 2z-périodiques, c’est a dire qu’elles se répetent de maniere iden-
tique tous les 27.

D’un point de vue graphique, il suffit de la tracer sur un intervalle de longueur 27 et de la compléter par translation
pour obtenir la courbe représentative compléte de la fonction sinus et cosinus.

2. Parité

@ Propriété 4 :
D’apres la construction du cosinus et du sinus sur le cercle trigonométrique, on en déduit que :

cos(—x) =cosx

sin(—x) = —sinx

A Remarque:
Ce qui signifie que la fonction cosinus est paire (elle admet un symétrie, I’axe des ordonnées), et que la fonction sinus
est impaire (elle admet 0 comme centre se symétrie).

[ Définition 7: ]
* Une fonction f est paire lorsque pour tout réel x de son ensemble de définition D, —x appartienta D et
fl=0)=fx)
¢ Une fonction f est impaire lorsque pour tout réel x de son ensemble de définition D, —x appartient a D

et f(—x)=—-f(x).

3. Autres propriétés

'.:o) Propriété 5 : |
Pour tout nombre réel x, on a:
® Cos(m+Xx)=—cosx e sin(r+ x) = —sinx
® cos(m—x)=-cosx e sin(r —x) =sinx
. cos(g+x)=—sinx . sin(g+x)=cosx
n . (T
. cos(E—x):smx . sm(z—x)zcosx
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IV. Variations et courbe représentative

1. Dérivabilité

@® Propriété 6 : Admise
§ Les fonctions cosinus et sinus sont dérivablesen O etona:

cos’'(0)=0 et sin’(0) =1

@® Propriété 7 :
§ les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur Reton a:

cos’(x) = —sin(x) et sin’ (x) = cos(x)

L
I N
\

v

& Démonstration :

* Propriété a démontrer : « cos’ (x) = —sin(x) »

Soit x un nombre réel et # un nombre réel non nul.

cos(x+ h)—cosx cosxcosh—sinxsinh—cosx
h h
cosh—-1 . sinh
= Ccosx —sinx
h h

Or, cosinus et sinus sont dérivables en 0 de dérivées respectives 0 et 1 donc :

Avecl 166 précédent i cosh—1 0etli sinh .
vec la propriété précédente, ona: lim ——— =0et lim — =
prop P h—0 h h—0 h
. cos(x+h)—cosx .

Donc im ——— — = —sinx.
h—0 h

¢ Propriété a démontrer : « sin’(x) = cos(x) »
Soit x un nombre réel et & un nombre réel non nul.

sin(x + h) —sinx sinxcosh+cosxsinh —sinx

h h
cosh—1 sinh

h

sinx

. sin(x+ h)-sinx
donc lim ——— =cosx. [ |
h—0 h

2. Variations

Les fonctions sinus et cosinus étant 2-périodiques, on les étudie sur un intervalle de période 27
Ces fonctions étant aussi paire ou impaire, on peut encore restreindre l'intervallea [ 0; 7 ]
On obtient les tableaux de variations par lecture du cercle trigonométrique :

Fonction sinus

Le tableau de variations sur 'intervalle [0; 7] de la fonction sinus est :

X 0 z /4
2
sin’(x) 1 + 0 - -1
1
Sin(x) / \
0 0
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On en déduit sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O; I; ])
surl'intervalle [ 0; 7 ], puis par symétrie centrale, sur [ -7 ; 7 ]

-1.5

N

-1.5

puis par translation, on obtient la courbe représentative de la fonction sinus qui s’appelle une sinusoide

Fonction cosinus

Le tableau de variations sur 'intervalle [0; 7] de la fonction cosinus est :

x 0 s
cos’(x) 0 - 0
1
cos(x) \
-1

On en déduit sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O; I; J) sur l'intervalle [ 0 ; 7
], puis par réflexion par rapport a 'axe des ordonnées, sur [ -7 ; 7 ]

L. A
0.5 705
4
4
t t t t t +— t t t +—
-3 -2 -1 1 3 -3 -2 -1 3
~0.5 10 7 -05 10
~1. -- ~1.
-1.5 -1.5
par translation, on obtient la courbe représentative de la fonction cosinus qui s’appelle une sinusoide :
S =
~ 0.5
N 14
N 4
I N 4 4 4 4 4 4 V2 »
| St | | | | | — >
-6 -5 N -4 -3 - -1 0 1 3 4 /5
NS -0.5 7
~ - //
_1. -
-1.5
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