Terminale Spécialité Mathématiques Année 2020 - 2021

% Chapitre 7 3%
Géométrie vectorielle dans ’espace

I. Vecteurs de I'espace

1. Translations

Définition 1:
Soient A et B deux points distinct de 'espace. La translation ¢ de vecteur AB est la transformation qui, a tout
point C, associe un unique point D tel que CD = AB.

@ Propriété 1 :

% Soient A et B deux points de I'espace, % un vecteur de 'espace et tla la translation de vecteur 7. On note A’ et
B’ les images respectives de A et B par la translation ¢. On a alors A’ B = AB

L J

& Démonstration :

—_

Propriété a démontrer : « A’ et B les images de A et B par la translation ¢ de vecteur 7. Ona A’'B’ = AB»

Onnote t: A— A'la translation de vecteur % ; autrement dit £(A4) = A' < AA = u.
De méme, t(B) = B' < BB’ =.
D’apres la relation de Chasles, on a: AB =AA+AB+BB =-T+AB +7 = AB [ ]

2. Vecteur colinéaires, vecteurs coplanaires

Définition 2:
Deux vecteurs u et v sont colinéaires si, et seulement si, il existe un nombre réel A tel que

—_— —
v=Au

@ Propriété 2 :
Trois points A, B et C de 'espace deux a deux distinct sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC
sont colinéaires.

Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si, et seulement si, les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

&% Démonstration :
Propriété a démontrer : « Trois points A, B et C de 'espace deux a deux distinct sont alignés si, et seulement si, les
vecteurs AB et AC sont colinéaires. »

Les vecteurs AB et AC sont colinéaires, si et seulement si, les vecteurs AB et AC ont la méme direction, c’est a
dire, si et seulement si, (AB) ET (AC) sont paralléles.
Or, A appartient a ces deux droites. Elles sont donc confondues, ce qui équivaut a dire que les points A, B, et C sont
alignés. ]

Définition 3:
Dire que les vecteurs u 7 et w sont coplanalres 51gn1ﬁe que pour un point O quelconque de l'espace, les
points O, A, B et C définis par OA = u OB =7 et OC = w sont dans un méme plan.
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N

@ Propriété 3:

u,v et w sont des vecteurs de I'espace tels que U et v nesont pas colinéaires.
Les vecteurs u , v et w sont coplanaires si, et seulement si, il existe des nombres réels A et u tels que :

w=Au+puv

,
\

& Démonstration :

Proprlete adémontrer:«u, v et LU sont coplanalres si, et seulement si LU /lu +u I} »

—_— —

u, v et w sont des vecteurs de I espace tels  que u etv 7 ne sont pas cohnealres
On consideére les points O, A, B et C définis par OA=u ) OB=vetOC=w.

(=) U et 7 ne sont pas colinéaires, donc les droites (OA) et (OB) ne sont pas paralléles. Elles sont donc sécantes en
O. Les points O, A et B ne sont pas alignés.

Onnote R le prolete orthogonale de C sur (OA) parallelement a (OB). R€ (OA) donc les points O, A et R sont alignés
et les vecteurs OA et OR sont colinéaires. Il existe donc un réel A tel que O OR= )IOA

Par construction, les droites (RC) et (OB) sont paralleles. Les vecteurs RC et OB sont donc colinéaires. Il existe alors
un réel u tel que RC= pO_é.

Ainsi, il existe deux réels A et y tels que = OC = OR + RC = AOA+ OB = AT + u7 .

(<) U et v sont non colinéaires, donc (O; OA, OB) est un repere du plan.

Soit le point E du plan (OAB) de coordonnées (A; i) dans ce repére. On a ﬁ = A& + ,uO_B>. Or, O_E) = w et comme O,
A, B et E sont coplanaires alors les vecteurs i, v et w le sont également. [ |

°¢- Méthode 1 :
On c0n51dere une pyramlde ABCDE de sommet E dont la base est un parallélogramme ABCD. Soient 7 = = AB,
V= 2AD + DE etw= AC + AE Démontrer que les vecteurs u v et w sont coplanaires.

—_ —

Pour démontrer que trois vecteurs u, v et w sont coplanaires, il suffit de déterminer les réels A, y tels que
W=AU+uv
Pour cela, on décompose le vecteur w en utilisant le fait que ABC Dsoit un parallélogramme et la relation de Chasles.

Onaw=AC+AE=AB+BC+ AE. Or, ABCD est un parallélogramme donc BC = AD.
On aalors W= AB+ AD+ AD + AE = AB+2AD + AE = U + v donc les vecteurs sont coplanaires.

3. Vecteurs linéairement indépendants et base de ’espace

Définition 4:
Soient u, v et w trois vecteurs de I'espace et a, b et c trois réels.

Les vecteurs 1, v et w sont dits linéairement indépendants lorsqu’il ne sont pas coplanaires, autrement dit
lorsque au + bV +ctw=0 =a=b=c=0.

Définition 5:

| Trois vecteurs linéairement indépendants forment une base de I'espace.

'n Propriété 4 :

Soit (0;7;7; k) une base del’espace. Pour tout vecteur w de l’espace, il existe un unique triplet de réels(x; y; z)

tel que w = xi +y] +zk.
Cette décomposition est unique.
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& Démonstration :
rOPUEW— a demontrer «Pour tout vecteur w de I'espace, il existe un unique triplet de réels(x; y;z) tel que w =
xXi+yj+z Ic »

Soient w un vecteur de l’espace, O un point de I'espace et M le point tel que w = OM. On note M’ le projeté de
M sur le plan de repere O;7;7) parallelement al'axe (0Oz).

On a OM = OM’ +M M’ Or MM’ et k sont colinéaires donc il existe un unique réel x tel que M’ =zk.De plus,

oM =x1 +y].
OnaainsiW:OM’+MM’:xi+yj+zk,soit7;:xi+yj+zk ]

-\@’- Méthode 2 :

Dans la base (0; 7;7; k), on donneles vecteurs i = i + j + k, v =—i + j et w = i + k.Déterminer les coor-
données des vecteurs 1, U et w puis montrer qu'ils sont linéairement indépendants. Que peut-on en déduire?

1. Chacun des vecteurs est écrit en fonction de T, 7 et 7c), on détermine donc directement les coordonnées en
analysant les coefficients :
1 -1 1
u=\1], v=|1 et w=|0
1 1

2. Pour montrer que les vecteurs sont linéairement indépendants, on résout le systeme associé a I’équation vec-
—_ —_ —_ - . .
torielleau +bv +cw = 0, on doitobtenira=b=c=0:

a-b+c=0 a=0
au+br +cw=0 a+b=0 — b=0
a+c=0 c=0

3. On applique la définition : Les vecteurs u, v et w sont linéairement indépendants. ils forment donc une base
de I'espace.

II. Droites et plans de I'espace

1. Droite de I'espace

Définition 6:
Soient A un point de I'espace et 7 un vecteur non nul.

Lensemble des points M tels que AM = AU, avec A € R, est une droite.
(A; ) est un repeére de cette droite. On dit que la droite est dirigé par u.

Définition 7: Position relative de deux droites

Dans I'espace, deux droites peuvent étre coplanaires ou non.

Si elles sont coplanaires, alors elles appartiennent a un méme plan. Elles peuvent étre sécantes ou paralléles
(strictement paralleles ou confondues).

\

d2 A dl = dg

d; do

. . . . Droites coplanaires paralleles :
Droites coplanaires sécantes :

Droites non coplanaires :
aucun ou une infinité de points

un point d’intersection . .
d’intersection

aucun point d’intersection
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2. Plans del’espace

Définition 8:
Soient A un point de I'espace, % et v deux vecteurs non colinéaires de I'espace.

Lensemble des points M tels que AM = AU + ,u;), avec A et u des réels, est un plan de 'espace.
(A;U; V) estun repére du plan. On dit que la droite est dirigé par la base (u; V).

Définition 9: Position relative de deux plans

Plans sécants : Plans paralléles strictement : Plans paralleles confondus :
un droite d’intersection aucun point d’intersection un plan d’'intersection

4 » /

Définition 10: Position relative de d’une droite et d'un plan
Droite et plan sécants : Droite et plan paralléles : Droite et plan paralléles :
un point d’'intersection droite incluse dans le plan aucun point d’intersection

\
\
d

d 1

\

\ di P

P N P
N \

III. Parallélisme

1. Parallélisme d’'une droite et d’'un plan

@® Propriété 5 :
< Une droite d est paralléle a un plan & si, et seulement si, il existe une droite A de &2 est paralléle a d.

&% Démonstration :
Propriété a démontrer : « Une droite d est parallele a un plan &£ < il existe une droite A de & est parallele a d. »

Le résultat est évidant lorsque d est incluse dans Z2.
Supposons que d n'est pas incluse dans 2.

(=) : On suppose que d est parallele 2 2. Soit un plan &', sécant a &, contenant d
et contenant un point A de 2. On note A leur intersection. Les droites d et A sont
coplanaires car elles sont incluses dans &',

Supposons que d et A sont séantes en un point B. Be A donc Be &.or Be d
donc B € Bnd, ce qui est contradictoire avec le fait que d et 2 sont strictement
paralléles. d et A ne sont pas sécantes : elles sont paralléles.

(<) : On suppose qu'il existe une droite A incluse dans 22 telle que d//6. Notons 2?'le plan contenant A et d et
supposons que d et &2 ne sont pas paralléles. Il existe alors un point R tel que Re d N 2.

Ainsi, Re Zn %', donc R € A, ce qui est contradictoire avec le fait que d et A sont strictement paralleles. ainsi d et
ne sont pas sécants : ils sont donc paralleles. |
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” Exemple 1:
7 p

Dans le cube ci-contre, on peux dire que la droite (AC) est parallele
au plan (EF H) car elle est parallele a la droite (EG) € (EFH)

Avec la méme méthode, on pourra montrer que la droite (AH) est pa-
rallele au plan (BCG), ou encore que la droite (EF) est parallele au
plan (AHG)

2. Parallélisme de deux plans

@ Propriété 6 :

< Siun plan £ contient deux droites d et d’ sécantes paralleles au plan 22’ alors 2 et 22’ sont paralléles.

& Démonstration :
Propriété & démontrer : « Si un plan & contient deux droites d et d' sécantes paralléles au plan &' alors 2 et 2’ sont
paralleles. »

(=) : Admis

(<) : Soient d et d’ deux droites sécantes de &2 de vecteurs directeurs respectifs Uetv.

On note A et A’ deux droites sécantes de &' respectivement paralleles a d et d’.

(i, V) estdonc une base de 2. Or d et d’ sont paralleles a A et A’ donc (U, V) est une base de 2'. Les plans ont donc
la méme direction et sont donc paralléles. |

” Exemple 2:
7 P

Dans le cube ci-contre, on peux dire que la droite (EG) et (EF) sont
sécantes et paralleles aux droites (AC) et (AB). Les plans (EHG) et
(ADC) sont donc paralleles.

Avec la méme méthode, on pourra montrer que le plan (EAH) est
paralléle au plan (FGC), ou encore que le plan (E AF) est paralléle au
plan (DHCQC)

3. Parallélisme de deux droites

@® Propriété 7 :
Si deux plans sont paralleles alors tout plan sécant a I'un est sécant a I’autre et leurs intersections sont deux
droites paralleles.

&% Démonstration :
Propriété a démontrer : « Si deux plans sont paralleles alors tout plan sécant a I'un est sécant a 'autre et leurs inter-
sections sont deux droites paralleles. »

Soit £ un plan sécant a Pydistinct de P;.

Alors & est également sécant a P, car sinon, on aurait 22//P, et P1//P, d’ou
22/ Py, ce qui est absurde.

On note respectivement d; et d; les droites définies par d) = 2N P et dy =
PN Ps.

Ces droites sont incluses dans &2 donc elles sont soit paralléles, soit sécantes.

Si elles étaient sécantes, elles auraient un point d’intersection situé a la fois dans le plan P; et dans le plan P,, ce qui
est impossible. Donc d; et d» sont paralleles. |

@® Propriété 8 : Théoreme du roit
g Soient &) et &, deux plans sécants suivant une droite J, si d) € ¥ et d, € &, sont deux droites paralleles
alors la droite § est parallele aux droites d; et d».
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& Démonstration :
Par hypotheése, les plans &) et &7, sont sécants, donc leur intersection est une droite §; et les droites d; et d, sont
paralleles.

Donc: 1 NP, =06etdi/ld,

Les droites d; et d» sont paralleles donc elles sont coplanaires.

Donc, il existe un plan &3 qui contient a la fois d; et d,.

Mais alors d; et § sont contenues dans & ; et do et § sont contenues dans &, .
DOHCZt@lﬂy\g:dl etgzﬁy?):dz

Montrons que di// & :

Supposons que d; et § ne soient pas paralleles.

Donc elles sont sécantes en un point A.

Comme Aedinddonc Aed;, et A€F.

e Aedyetdy = Y1 nP5donc Ae H3.

e etAedetd=P NP donc Ae #,.Ce quidonne, Ae FpnN Hs.
Par conséquent : A € d». Et comme A € d;, on en déduit que d; et d» sont sécantes en A. Ce qui est absurde, contraire
anotre hypothese.
Par conséquent les droites d; et 0 sont paralleles. Et comme d) et d» sont paralléles, on en déduit que les droites d,

et 0 sont aussi paralléles.
Conclusion : Lintersection de &7 et &2, est une droite § parallele a la fois a d; et do.

°¢- Méthode 3 :
Soient le cube ABCDEFGH etles points I et ] représentés sur la figure ci contre.
Déterminer l'intersection des plans (IJF) et (DCG).

Si deux plans sont sécants, alors leur intersection est une droite. On com-
mence donc par cherche un point commun a ces deux plans ou un théo-
reme a appliquer en fonction des hypothéses données par I'énoncé ou dé-
terminées au cours de la résolution.

Les points [ et F appartiennent aux plans (ABF) et (IJF) donc la droite (IF) est'intersection de ces deux plans. Or le
plan (DCQG) est paralléle au plan (ABF) car ABCDEFGH est un cube.

Par ailleurs, lorsque deux plans sont paralleles, tout plan qui coupe 'un coupe I'autre et les intersections sont pa-
ralleles. J appartient au plan (DCG) donc J € (IJF) n (DCG). Ainsi, la parallele a (IF) passant par J est la droite
d’intersection recherchée.

IV. Repere de I'espace

1. Coordonnées d’'un point de 'espace

Définition 11:

—
7

| Un repere de I'espace est défini par la donnée d'un point O de I'espace et d'une base ( T 75) de l'espace.

Définition 12:

On considére un repére (0; 7;7; k).
Pour tout point M de I'espace, il existe un unique triplet de réels (x; y; z) tel
que W:x7+y7+zk.

x,y et z sont les coordonnées de M dans le repére (O;

—
7

ST k).

2. Opération sur les coordonnées

Lespace est rapporté a un repere (0; 7; 7 ; k)
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@® Propriété 9 :

On considere les points A(x4; ya; z4) et B(x5; ¥5; 28)-

XB— XA
Les coordonnées du vecteur /ﬁ sont | yg — a4 |-
ZB — %A
& Démonstration :
XB— XA
Propriété a démontrer : « Les coordonnées du vecteur AB sont yB—YAl|.»
ZB — XA

A_B):A_O)+O—B>:—E4+O_éz—xA_i>—yA7—zA7c)+xB_i>+yB7+zB7c):(xB—xA)7+(yB—yA)7+(zB—zA)7c) |

@ Propriété 10 :

% On considere les points A(x; y4;z4) et B(xg; y5;28).

XA+ X + Za+2z
Les coordonnées du du milieu I de [AB] sont ( A 2 B ; yA 2 yB; A 2 B )

» Démonstration :

o

xA+xB,J’A+J’B,ZA+ZB) ,

Propriété a démontrer : « Les coordonnées du du milieu I de [AB] sont ( RS

- 1— —_ — 1—
I estle milieu de [AB]. Ainsi, Al = EAB etdonc AO+0OI = EAB'

— 1] — —> 1] — —» 1— 1—s
Ol = —-AB-A0O = -0OB-AO0 = -0A+-0OB
2 2 2 2
R Y s e -\ 1 = s -\ _ XatXxp—> YatYB—  ZatzZpo
= E(xAz+yA]+zAk)+§(sz+yB]+sz) = 5 i+ 5 j+ 5 k
+ + +
DoncI(xA xB;}’A yB;ZA ZB) -
2 2 2
# Exemple 3:
On consideére les points A(1;—-1;2) et B(3;1;—4).
(31 (2 o L (14(=1) =141 2+(-4)
AB|1—(-1)|. Donc AB| 2 |.EtImilieude [AB] a pour coordonnées > ; ) ; > .Donc 1(0;0;-1)
—4-2 -6

I N

@ Propriété 11 :

a7 e

Xy + Xy
1. Les coordonnées du vecteur u + v sont | y7 + ¥ |-
Zy tzy
ax;
2. Les coordonnées du vecteur au sont | ay;
az-;

X3 X5
u v
é On considere les vecteurs 4 | y3 |, 7 | ¥ | et @ un nombre réel.

& Démonstration :
Xy + Xy
1. Propriété a démontrer: « U + v | y5 + y5 |.»
Zy t 2y

— — —_

— — — — — — —
U+ TV =xgi+ysj+egk+xgi+ysjregk=(xg+x3)i+(yp+y3)J+(z5+23) k

27 juillet 2020 Lycée René Cassin Page 7/8



Terminale Spécialité Mathématiques Année 2020 - 2021

ax;
2. Propriété a démontrer: «au | ay3 | »
az-;
- e = - = = -
au =a(x;; i+ypj+ay k)zax; i +ayg; j+az; k

-\@’- Méthode 4 :

Dans un repere (0;7; 7;75), on donne les points E(—1;3;2), F(2;—1;3) et G(—1;0;1). Déterminer les coordonnées du
point M défini par EM = EF + 2EG.

On pose M(x; ¥; z). On détermine les coordonnées du vecteur EM en fonction de X, ¥, et z et des coordonnées de EF
et EG. On traduit I'égalité vectorielle de I'énoncé par un systéme.

On pose M(x;y; z).

x—(-1) 3 0
Onaﬁj y-3 ,ﬁ -4 etE_G) -31.
z—2 1 -1
x+1=3 x=2
D’apres 'égalité vectorielle, { y—3=-4+2x(-3) soit{ y=-7
z=2=14+2x(-1) z=1
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