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#% Chapitre 15 5
Géométrie repérée dans I'espace

Lespace est rapporté a un repere (0; 7; J; k)

I. Equation paramétrique de droite

@® Propriété 1 :

c
X=Xxa+axt

et seulement si, il existe te Rtelque{ y=ya+bxt

@

a

Soit un point A(x4; y4; z4) appartenant a une droite A de vecteur directeur u | b |. M(x; y; z) appartient a A si,
zZ=zpa+Cxt

% Démonstration :
~.

X=Xa+axt

Propriété & démontrer : « M (x; y; z) appartient a A si, et seulement si, il existe re Rtelque{ y=ya+bxt »
Z=zZpt+tcCcXt

M e A <> AM et U sont colinéaires < il existe un réel ¢ tel que AM = t 1.

X—Xa X—Xxp=axt X=xp+axt
Or AM|y—-ya|donc MeA < ilexiste teRtelques y—ya=bxt soit{ y=ya+bxt
Z2—2ZA Z—ZpA=CXL Z=zZpa+CXtL

Définition 1:
X=xa+axt

Le systeme d’équations{ y=ya+bxt avec te€R estune représentation paramétrique de la droite A.
z=zpa+cCxt

-\@’- Méthode 1 :
On se place dans un repere (0; 7; 7 ; 7c>).
1. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) ou A(1;—-3;1) et B(—1;1;4).

2. Les points C(—1;1;4) et D(2;4;2) appartiennent-ils a (AB)?

1. Le vecteur AB est un vecteur directeur de (AB). On détermine alors ses coordonnées puis on applique la défi-
nition du cours :

. -2 x=1-2xt
AB| 4 |donc, d’apréslerésultatducours:{ y=-3+4xt outeR.
3 z=1+3xt

2. Onremplace x, y et z par les coordonnées du point C. Si le systéme admet une solution, alors C appartient a la
droite. Sinon, il n'appartient pas a la droite :

. 1

Sl=lm2xt =1 Pour D(2;4;2 iZIQiZtt it 7’

A = — X = —

Pour C(-1;1;4),ona<{ 1=-3+4xt soit t=1 our D(2;4;2), ona 9= 1+3xt so t %
4=1+3x¢t t=1 = X ;=L

Le systeme admet une solution donc le point C € (AB). . .3
Y P (AB) Le systeme n’admet pas de solution donc le point

D¢ (AB).
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II. Equation cartésienne

1. Equation cartésienne de sphére

@® Propriété 2 :
% Dans un repére orthonormé, une équation de la sphere de centre Q(a; b; ¢) et de rayon R est

x—a)?+y-b?+(z—-c)?=R?

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « équation de la sphere de centre Q(a; b; ), de rayon R est (x— a)? + (y — b)* + (z—¢)> = R®.»

Dans un repére orthonormé, on considere un point M(x; y; z) de la sphere .#. La distance entre M et Q est donc
égale a R.

am;Q) =
V-3 + (y-yal +(z-20 = R
(x—x)’+(y-ya)’+(z-20° = R m
2. Equation cartésienne du plan
@ Propriété 3 :
On se place dans un repeére orthonormé de I'espace.
_[(a
1. Un plan de vecteur normal n | b | non nul admet une équation de la forme ax+ by +cz+d =0.
c
2. Soient a, b, c, d quatre réels, avec (a; b; ¢) # (0;0;0). Alors ax+ by + cz+d = 0 est'équation d'un plan de
a
vecteur normal 72 | b |.
c
& Démonstration :
N
Propriété a démontrer : « Un plan de vecteur normal 7 | b | non nul admet une équation de la forme ax+by+cz+d =
c
0.»
1. Soit A(xo; yo; 20) un point du plan £ et M(x; y; z) un point de I'espace.
—_ x- xO —_—
Alors AM |y—yo |, et AM .n = a(x—x) + b(y — yo) + c(z — zp).
Z— 2

Me?®? — m.;=0
— alx—x9)+b(y—yo)+clz—2z9) =0
< ax+by+cz—(axo+byy+czy) =0

En posant d = —(axg + byg + czp), le plan &2 est caractérisé par I'équation ax+ by +cz+d = 0.

2. Réciproquement, on considere 'ensemble (E) des points M(x; y; z) tels que ax+ by +cz+d =0, avec (a; b; ¢) #
(0;0;0).
Comme a, b et ¢ ne sont pas tous nuls, on peut supposer par exemple que a # 0

d
11 est clair que le point A(——;0;0) appartient a (E) (donc (E) est non vide).
a
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Léquation de (E) ax+ by +cz+d =0 équivaut a a (x +—

Année 2020 - 2021

—_—

a
+by+cz=0,cest-a-dire AM n=0oun ( )
N
Donc ’ensemble (E) est le plan passant par A et de vecteur n
# Exemple 1:

bl.
1. Une équation du plan de vecteur normal 7

Nt |
(;)

|
et passant par A(1;0;1) est2x+y+2z—-4=0.
2. Le plan d’équation —3x +2y — z+5 = 0 admet pour vecteur normal le vecteur 71
-\@’- Méthode 2 :

-3
2
-1
Lespace est muni d'un repére orthonormé (0; 7; 7 ; 75). On considere le plan &2 d’équation 2x+3y—-5z—-2=0etle
point I(1;0;0). Donner alors un vecteur normal de ce plan et indiquer si I appartient a ce plan.

1. On identifie alors les coordonnées d'un vecteur normal avec les coefficients de x, y et z: un vecteur normal au
2
plan 2 est donné par 7 .

-5

2. Pour vérifier si un point appartient a un plan, on teste si ses coordonnées vérifient I'équation donnée du plan :
2x1+3x0-5x0-2=2-2=0
Les coordonnées de I vérifient bien I’équation du plan 22, donc I est un point de ce plan.

III. Projection orthogonale

1. Projection orthogonale d’un point sur un plan ou sur une droite
Définition 2:

‘M.

On considére un plan 2 de I'espace dont on connait un vecteur normal 7 et un point M extérieur au plan 2.

On considere une droite d de vecteur directeur u et un point M extérieur a cette droite; le projeté orthogonal
de M sur d estl'intersection du plan normal & % passant par M avec la droite d
# Exemple 2:

Le projeté orthogonal de M sur 2 est I'intersection du plan et de la droite de vecteur directeur 77 passant par
Définition 3:

d
u
Le point M’ est le projeté orthogonal
du point M sur le plan &2 (en bleu).

Le point N’ est le projeté orthogonal
du point N sur la droite d.
P

2. Distance d’un point a un plan ou une droite
Définition 4:

Soient &2 un plan de I'espace et A un point.

La distance du point A au plan £ est la plus petite des longueurs AM ou M € Z.
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@® Propriété 4 :
< Sionnote H le projeté orthogonale de A sur le plan £, alors d(A,2? = AH.

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « d(A,&? = AH »

Soit M un point quelconque du plan £2. Pour tout M # H, le triangle AHM est rectangle en H, donc AM > AH. Ainsi,
AH est bien la plus petite des longueurs de d (A, 2?) = AH. ]

@® Propriété 5 :
Soient 22 le plan d’équation cartésienne ax+by+cz+d =0 et A(x4;y4; 24) un point. Si on note 77 un vecteur
normal de & et M(x; y; z) un point de &2, alors :

|Z17/1-ﬁ| 3 laxa+bya+cza+d|

=
Il Va?+b? + c?

d(A,P) =

4 Démonstration :

|AM-T7| laxa+bys+cza+d|
— = »
Il Va?+b? + c?
OnaAM-7 = (ZI_{V + HM) - 7. 0r, comme H et M sont deux points du plan 22 et que 7 est un vecteur orthogonal a

ce plan, on en déduit que HM -7 =0 etdonc AM -7 = AH- 7.
En utilisant la formule on obtient AH- 77 = AH x | 72 || x cos (AH; 71)).

Propriété a démontrer : « d(A,2?) =

Langle (AH ; 71)) est soit nul soit plat puisque ces deux vecteurs sont colinéaires.

=AH x |7 ||

D’apres la question précédente, cos (AH; 7[) =+letdoncona ‘Xﬁ n

En utilisant les coordonnées des vecteurs on obtient AM -7 = (x — x4) X a+ (y=ya)xb+(z—za)xc=ax+bc+cz—
axxp—bxys—cxza=—d—axxy—bxys—cxzs.

At -7 | .
La distance entre le point A et le plan est, par définition, la distance AH.Ona AH = W Comme AM-7i = AH- 1
n
+ b+ +d
on en déduit que d(A; %) = AH = X4 xa yA”X_,” i |.
n
# Exemple 3:
La distance entre A(-1;3;2) et Z: x—-3y+2z—-4=0est:
laxa+bya+cza+d| _|-1-3x3+2x2-4] 10 10V14

d(A2P) = = kel

Va?+b%+c? V12 +(-3)2 +22 via 14

14 mars 2021 Lycée René Cassin Page 4/4



	Géométrie repérée dans l'espace
	Équation paramétrique de droite
	Équation cartésienne
	Équation cartésienne de sphère
	Équation cartésienne du plan

	Projection orthogonale
	Projection orthogonale d'un point sur un plan ou sur une droite
	Distance d'un point à un plan ou une droite



