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% Chapitre 11 5
Somme de variables aléatoires

I. Somme de variables aléatoires

Dans tout ce chapitre, on considérera une expérience aléatoire dont onn notera Q I'univers des possibles. on
supposera cet univers fini. On notera P une probabilité sur Q.

Définition 1:
Soit X une variable aléatoire définie sur 'univers Q et 2 un nombre réel. On peut définir une variable aléatoire
Y telle que, pour tout élément w € Q, Y (w) = aX(w). On note Y = aX.

Exemple 1:
7 p

On lance un dé équilibré a six faces et on joue au jeu suivant : le nombre de points obtenus est le résultat du dé
multiplié par 5.

En notant respectivement X et Y les variables aléatoires correspondant au résultat du dé et aux points obtenus, on a
Y =5X.

Définition 2:

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur I'univers Q.

On peut définir une variable aléatoire Z telle que, pour tout élément w € Q, Z(w) = X (w) + Y (w). Cette variable
aléatoire est appelée somme de variables aléatoires X et Y. Onnote Z = X+ Y.

Exemple 2:
7 P

On lance 5 dés équilibrés a six faces et on compte la somme des nombres obtenues.

Soit X la variable aléatoire correspondant a cette somme.

Alors, on peut écrire X sous la forme X = X7 +--- + X5 ol pour tout k € {1;2;3;4;5}, Xj correspond au résultat du dé
numéro k.

II. Espérance et variance d'une somme de variables aléatoires

Dans cette partie, on considere une variable aléatoire X définie sur Q = {w1;w2;...;w,} et on note {x1; X3;...; Xp}
I'ensemble des valeurs prises pas X ou n et p sont des entiers naturels non nuls.

1. Espérance d’'une somme de variables aléatoires

@® Propriété 1 : Admise

n
; En reprenant les notations précédentes, on a E(X) = Y. X(w;)P{w;}).
i=0

# Exemple 3:

Dans le cadre d’'un lancer de dé cubique équilibré, on gagne 2€ si on obtient un nombre pair et on perd 6€ si on
obtient un nombre impair.
L'espérance de la variable aléatoire X correspondant au gain remporté s’éleve a :

E(X)=X1)P{1}) +...+ X(6) P({6}) = (—6) x é+ et 2x é =-2€
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@® Propriété 2 :
§ Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers Q. Alors :

E(X+Y)=EX)+E(Y)

4 Démonstration :
Propriété a démontrer: « E(X+Y) = E(X)+ E(Y) »

Soient X, Y et Z trois Variables aléatoires déﬁnies surQtelque Z=X+Y.
Onaalors E(X+Y)=E(Z) = Z Z(w;)P({w;}) = Z X+ Y)(w;))P({w;}).

i=0

On a par ailleurs (X+ Y)(w;) = X(w )+ Y(wj).
Donc E(X+7Y) = Z (X) (i) P{wi}) + Z Y(wi) P({w;}).
Dou E(X+Y)= E (X) +E(Y)en 1dent1ﬁant les deux sommes précédentes a E(X) et E(Y). |

@ Propriété 3 :

§ Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers Q et a un nombre réel. Alors :

E(aX)=aE(X) et E(aX+Y)=aEX)+E()

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « E(aX) = aE(X) »

Pour a = 0 la propriété est évidente. Considérons maintenant a # 0.
En notant x;;...x5, les valeurs prises par X, alors aX prend les valeurs axi;...axy.

n
Par définition E(aX) = Y, ax;P(aX = ax;).

i=0

Or aX = ax; si, et seulement si, X = x; donc PaX =ax;)=P(X = x;).
Ainsi, E(aX) = Z axiP(X=x;)=ax Z ax;iP(X = x;) = aE(X) |

i=0 i=

Propriété a démontrer: « E(aX +Y) =aE(X)+ E(Y)»

OnaE(aX+Y)=E(aX)+E(Y)donc E(aX+Y)=aEX)+E(Y). ]

7 Exemple 4:
7 p

On joue a un jeu se déroulant en deux étapes.

Dans la phase 1, on lance un dé équilibré a six faces. Si le résultat obtenu est 1 ou 6, on gagne 9 points. Sinon,
on perd6 points.

Dans la phase 2, on lance une piece équilibrée. Si on obtient face,on gagne 6 points. Sinon, on perd 2 points.

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre total de points obtenus. Calculons E(X).

Soient X; la variable aléatoire correspondant au gain obtenu a la premiére étape et X, la varaible aléatoire
correspondant au gain obtenu a la seconde étape. Dans ces conditions, on a X = Xj + X,.

On étudie ensuite les lois de probabilité de X; et X».

Xi -6 9 Xi -2 6
2 1 1 1

P(X; =x; — — P(X; = x; — —
(X3 =x;) 3 3 (X2 = x;) > >

On peut maintenant calculer les espérances de ces deux variables aléatoires : E(X;) = —1 et E(Xy) =2
En conclusionona E(X) = E(X]))+E(Xp)=-1+2=1
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2. Variance d’'une somme de variables aléatoires

Définition 3:

n
| En reprenant les notations précédentes, ona V(X) = Z (x; — E(X))ZP(Xi = Xi).

i=0

@ Propriété 4 :
§ Soit X une variable aléatoire définie sur Q2 dont on note V(X) la variance. Soita€ R.On a:

V(aX) = d®V(X)

&% Démonstration :

Propriété a démontrer : « V(aX) = a?v(X)»

Si a =0, la propriété est évidente.

On suppose que a # 0.

En notant x;;...x, les valeurs prises pas X, alors aX prend les valeurs axi;...axy,.

Par définition, V(aX) = iio(ax,- - E(aX))ZP(aXi = ax;)

Donc V(aX) = lﬁo(ax,- —aEX))?P(aX; = ax;)

D’ou V(aX) = ifo a*(x; — E(X)?P(X; = x;)

Ainsi V(aX) = a* f (xi = EX))*P(X; = x;) = a®V(X) ]

i=0

# Exemple 5:
On considére une variable aléatoire X vérifiant V(X) = 16, alors V(4X) =42V (X) = 16 x 16 = 256

Définition 4:
Soient X1, X, ..., X, n varaibles aléatoires a valeurs respectivement dans Ej, ...E,. On dit que Xi, X, ..., X;; sont
indépendantes lorsque, pour tous x; € Ey,...,x, € Ep :

PXi=x1nXo=x2Nn..NX,=x,)=P(X7=x1) x P(Xo =x2) x...x P(X}; = xp)

@® Propriété 5 : Admise
§ Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes définies sur Q, alors :

VX+Y)=V(X)+V(Y)

# Exemple 6:

On reprend le jeu et la variable aléatoire de I'exercice précédent. Calculer V (X).

On avait obtenu les lois de probabilité suivantes

Xi -6 9 Xi -2 6
P(X; = x7) 2 : P(X, = x7) ! !
3 3 2 2
, 2 , 1 , 150
¢ On calcule V(X;) : on avait obtenu E(x;) = —1 donc V(X;) = 5(_6 —(-1)"+ 3(9 —-(-1)°= 3 - 50

1 1
¢ On calcule V(X>) : on avait obtenu E(x») =2 donc V(X)) = > (=2-2)2+ 5(6 -22%2=16

Les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes. On a donc V(X) = V(X;) + V(X2) =50 + 16 = 66.
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III. Applications

1. Applications a la loi binomiale

Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1 et p désigne un nombre réel appartenant a
I'intervalle [0;1].

Définition 5:

| Deux variables aléatoires sont dites identiquement distribuées lorsqu’elles ont la méme loi de probabilité.

@ Propriété 6 :
§ Toute variable aléatoire suivant une loi binomiale peut s’écrire comme une somme de variables aléatoires de
Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées.

p

@ Propriété 7 :

Si X suit une loi binomiale de parameétres n et p, alors :
1. EX)=np 2. VIX)=npl-p) 3. o(x)=+/npl-p)

4 Démonstration :
N4
Propriété a démontrer : « E(X) = np»

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parametres n et p. Alors, il existe n variables aléatoires de
Bernoulli de parameétres p telles que X = X; +... + X,.

Ainsi, pour tout k € {1;...;n}, E(Xg) =pet V(Xg) = p(1-p).

OnL E(X)=EX) +..+ X)) =E(X)) + ..+ E(X,) =p+...+ p=np [ |

Propriété a démontrer: « V(X) = np(1—p) »

Les variables aléatoires Xj,...X,; étant indépendantes, par définition du schéma de Bernoulli,on a:

VX)) =VX)+..+ VX)) =pd-p)+..+ pl-p)=npl-p)

Propriété a démontrer : «o(x) = /np(1 —p)»
o(X)=VV(X) =/np1-p) ]

# Exemple 7:

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n =20 et p =0, 3.
OnaEX)=np=20x0,2=4

OnaV(X)=np(l-p)=20x0,2x0,8=3,2

Onaoc(X)=+ynp(l-p)=+/3,2=1,789

2. Echantillons de 7 variables aléatoire identiques et indépendantes

On considere un entier naturel n > 1 et Xj,...X,, n variables aléatoires définies sur Q supposées indépendantes
etidentiquement distribuées.

X1+.+X
On note S; = X7 +... + X;, la somme de ces n variables aléatoires et M,, = L PY moyenne de ces n variables
n
aléatoires.
@® Propriété 8 :
Pourtout k€ {1;...;n},ona:
1. ES,) = nE(Xy) 2. V(Sp) =nV(Xy) 3. 0(Sp) = vVno(Xy)
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%4> Démonstration :
N4
Propriété a démontrer : « E(S,) = nE(Xy) »

La linéarité de I'’espérance donne E(S;) = E(X1) +...+ E(X},). Or ces variables aléatoires suivent la méme loi. Elles ont
donc la méme espérance. D’oly, pour tout k € {1;...; n}, E(S,) = nE(Xy) |

Propriété a démontrer : « V(S,) = nV(Xi) »

De la méme maniere, les variables aléatoires Xj,... X}, étant indépendantes, on obtient, pour tout k € {1;...; n},
V(S =VX)+...+ V(X)) =nV(Xy) [ |

Propriété a démontrer : «(S,) = Vio(Xy) »

o(Sp) =V VI(Sp) = VnV(Xp) = VnyV(Xg) = Vno (Xx) [

@® Propriété 9 :
Pour tout ke {1;...;n},ona:

1. E(M,) = E(X}) 2. V(M) = LXK 3. o(M,) = Z&
n

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « E(M,,) = E(X) »

Soit k € {1;...; n}, la linéarité de 'espérance et la propriété précédente donnent

(X1+...+Xn)) (Sn) 1 1
EMyp)=E[{———— |=E|—|=—E(Sp) = — x nE(Xy) = E(Xy)
n n n n

|
s s V(Xk)
Propriété a démontrer: « V(M) = »
On sait que, pour tout a € R, on a V(aS,) = a>V(Sy)
Sn 1 1 V(Xk)
Donc V(M) =V|—|= —ZV(Sn) = — xnV(Xy) = |
n n n
s i o (Xk)
Propriété a démontrer : « o (M,,) = »
vn
V(Xr) oXp)
o(My) =\/V(M,) = E =k n
n Vvn

A Remarque :
E(M,,) peut s'interpréter comme ceci: en prenant un grand nombre de fois des échantillons de taille n et en calculant
a chaque fois la moyenne de I’échantillon obtenu, la moyenne théorique de ces résultats est égale a E(xy).

# Exemple 8:
On lance 5 dés équilibrés a six faces. on note X la variable aléatoire correspondant a la somme des résultats obtenus.
Calculons E(X) et V(X).

Pour k € {1;...;5}, on note Xj la variable aléatoire correspondant au résultat du dé numéro k.
Onaalors X = X7 + Xo + X3+ Xy + Xs.
Chaque dé étant équilibré, toutes ces variables aléatoires suivent la méme loi de probabilité.

1. Déterminons E(X) :

Ona E(X) =5E(X)). X; 1 2 3 4 5 6
Or la loi de probabilités de X; est: P(X; = x;) é é é % % (_13

1 1
OnaE(X;)=1x §+"'+6x E =3,5.Donc E(X) =5E(x;) =5%x3,5=17,5

2. Déterminons V(X) :

Les variables aléatoires Xj;...; X, étant indépendantes et identiquement distribuées, on a V(X) =5V (X;).
35 175

1 2 1 235 o,
Oorv(X;))==x(1-3,5“+...+=x(6-3,5)“=—,dou V(X)=5x — = —.
6 6 12 12 12
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